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朗 道 和 栗 弗 席 效 的 《理论 物理 学 教程 》 ( 共 十 卷 ) 是 国际 公认 的 一 
套 著 名 的 物理 学 经 典 教 材 ,以 其 内 容 广 博 、 讲 解 精炼 、 方 法 独特 等 优点 著 
称 。《 教 程 》 对 物理 学 各 学 科 的 基本 原理 、 基 础 理论 和 应 用 等 方面 进行 
了 认真 、 细 致 地 梳理 ,精心 选材 和 组 织 材料 ,试图 将 从 事理 论 物理 所 必需 的 
物理 学 基础 知识 纳入 一 个 统一 的 框架 ,其 中 特别 包含 了 作者 在 相关 领域 的 
许多 重要 研究 成 果 。《 教 程 》 从 出 版 至 今 赢得 了 广泛 的 好 评 ,成 为 物理 学 
工作 者 案头 常备 的 参考 书 ,在 物理 学 以 及 相关 领域 也 是 经 常 引用 的 重要 参 
考 文献 。 

本 书 是 为 学 习 《 理论 物理 学 教程 》 第 一 卷 《力学 》 所 编写 的 辅导 书 ， 
是 作者 在 广泛 调研 相关 文献 资料 和 在 南京 大 学 匡 亚 明 学 院 多 年 从 事理 论 
力学 课程 教学 的 基础 之 上 完成 的 。 书 中 每 节 包含 《教程 》 对 应 节 的 内 容 
提要 、 内 容 补充 和 习题 解答 三 个 部 分 : 

内 容 提要 部 分 概括 了 力学 中 的 基本 方法 、 基 本 原理 和 重要 的 结论 ; 内 
容 补充 部 分 包括 对 基本 概念 、 基 本 方法 的 详细 讨论 ,一 些 结论 的 完整 导出 
过 程 和 补充 说 明 , 方 法 和 结论 在 其 它 问题 中 的 一 些 应 用 ,与 物理 学 相关 进展 
之 间 的 联系 等 ; 习题 解答 部 分 给 出 《力学 》 中 原 有 习题 的 详细 求解 过 程 ， 
并 补充 了 一 些 习题 以 说 明 相关 概念 、 方 法 等 。 书 中 还 讨论 了 一 些 问题 的 
矢量 力学 处 理 方法 , 注意 到 了 力学 与 非 线性 物理 、 量 子 力学 等 其 它 物理 学 
分 支 学 科 之 间 的 一 些 关联 性 。 特 别 是 ,为 了 方便 读者 深入 学 习 和 理解 有 关 
内 容 , 书 中 列 出 了 许多 参考 文献 。 

本 书 可 作为 理工 类 院 校 物理 专业 或 相关 专业 的 学 生 学 习 理 论 力 学 课 
程 的 参考 书 ， 也 可 供 大 专 院 校 物理 教师 以 及 物理 学 研究 工作 者 参考 。 
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朗 道 和 粟 弗 席 效 的 《理论 物理 学 教程 》 是 国际 公认 的 一 套 著 名 的 物 
理学 经 典 教材 , 以 其 内 容 广博 、 讲 解 精炼 、 方 法 独特 等 优点 著称 。《 教 程 》 
对 物理 学 各 学 科 的 基本 原理 、 基 础 理论 和 应 用 等 方面 进行 了 认真 、 细 至 
地 梳理 , 精心 选材 和 组 织 材料 , 试图 将 从 事理 论 物 理 所 必需 的 物理 学 基础 
知识 纳入 一 个 统一 的 框架 , 其 中 特别 包含 了 作者 在 相关 领域 的 许多 重要 研 
究 成 果 。《 教 程 》 从 出 版 至 今 赢得 了 广泛 的 好 评 , 成 为 物理 学 工作 者 案头 
常备 的 参考 书 , 在 物理 学 以 及 相关 领域 也 是 经 常 引用 的 重要 参考 文献 。 该 
《教程 》 自 出 版 以 来 先后 多 次 修订 , 同时 也 已 出 版 或 正在 出 版 包括 英文 、 中 
文 等 多 种 文字 的 译本 , 已 经 并 仍 将 惠及 众多 的 物理 学 工作 者 或 相关 领域 的 
学 者 。 

也 正 因为 上 述 特点 , 要 系统 地 学 习 《 教 程 》, 准确 理解 《教程 》 中 所 涉 
及 的 诸多 物理 原理 , 深刻 领会 其 物理 实质 , 掌握 处 理 问题 的 方法 、 技 巧 , 充 
分 欣赏 作者 的 意图 , 读者 非 具 备 扎实 的 专业 基础 知识 、 广 博 的 知识 面 、 足 
够 的 耐心 和 毅力 不 可 。 

经 典 力学 是 学 习 近 代 物理 的 重要 基础 , 它 为 近代 物理 提供 了 重要 的 理 
论 背景 , 处 理 问 题 的 基本 框架 、 方 法 和 工具 。《 力 学 》 作 为 《教程 》 的 第 
一 卷 , 无 疑 是 为 学 习 后 面 其 它 各 卷 作 引导 的 。 但 是 ,通常 认为 《力学 》 是 面 
向 研究 生 的 经 典 力 学 教材 , 需要 具备 一 定 的 力学 和 理论 力学 方面 的 基础 。 
特别 是 ,《 力 学 》 以 分 析 力 学 内 容 为 主 , 以 变 分 原理 作为 出 发 点 , 通过 空间 
的 各 向 同性 和 均匀 性 作为 基本 假设 , 由 此 导出 基本 的 动力 学 方程 。 起 点 高 ， 
内 容 精炼 , 在 很 小 的 篇 幅 中 浓缩 了 力学 的 基本 原理 和 许多 具体 应 用 (除了 
混沌 等 非 线性 内 容 外 )。 遗憾 的 是 , 国内 研究 生 阶 段 不 再 开设 经 典 力学 方面 
的 课程 , 因此 谈 起 《力学 》 常 常 是 将 其 作为 本 科 生 理论 力学 课程 的 参考 书 ， 
本 科 生 研读 《力学 》 时 遇 到 的 困难 不 言 而 喻 。 

作者 最 早 接触 《力学 》 一 书 是 在 二 十 多 年 前 , 当时 是 出 于 讲授 理论 力 
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学 课程 的 需要 , 针对 教学 中 的 特定 问题 阅读 了 其 中 的 相关 章节 。 近 年 来 ， 
为 了 强化 学 生 的 专业 基础 , 特别 是 为 针对 学 生 学 习 理 论 课程 时 不 太 愿 意 花 
较 多 的 时 间 重 复 理 论 推 导 过 程 这 种 比较 普遍 的 倾向 , 对 教学 环节 作 了 一 些 
调整 。 教 学 中 , 除了 选读 常规 教学 参考 书 之 外 , 我 们 特别 将 研读 经 典 名 著 
作为 课程 教学 的 一 个 基本 组 成 部 分 , 选 定 《 力 学 》 作 为 理论 力学 课程 的 必 
读 著作 。 要 求学 生 以 小 组 为 单位 , 重复 著作 中 的 每 一 个 细节 , 并 将 过 程 ( 包 
括 存 在 的 疑问 ) 等 整理 成 文 作为 课外 作业 的 一 部 分 。 在 此 背景 下 , 为 有 效 
地 掌握 学 生 的 情况 和 考察 实际 完成 的 效果 , 作者 开始 从 头 至 尾 按 部 就 班 地 
系统 研读 《力学 》。 根据 对 《力学 》 的 理解 , 所 参阅 的 文献 以 及 学 生 提 出 的 
问题 等 , 作者 以 问题 解答 的 形式 编写 了 一 个 电子 文稿 ,在 课程 结束 后 散发 
给 学 生 , 这 个 文稿 就 是 本 书 的 纵 形 。 后 来 应 高 等 教育 出 版 社 的 约请 , 参与 
了 《力学 》 中 文本 的 译 校 工作 。 为 保证 译文 的 准确 性 , 在 以 前 工作 的 基础 
之 上 , 作者 不 仅 多 次 反复 阅读 原著 , 而 且 又 广泛 调研 和 研读 了 相关 的 文献 ， 
由 此 对 《力学 》 内 容 的 精练 性 , 选材 的 独特 性 , 处 理 方法 的 广泛 适用 性 等 
有 了 更 为 深刻 的 认识 和 理解 ,充分 享受 到 经 典 名 著 的 独特 魅力 。 往 往 一 个 
小 节 , 看 上 去 是 处 理 一 个 特定 的 力学 问题 ,但 是 其 草 含 的 思想 方法 可 以 适 
用 于 多 个 问题 , 可 以 推广 到 量子 理论 等 其 它 物 理学 学 科 , 有 些 结果 甚至 在 
不 同 问 题 中 有 较 广 的 适用 性 。 为 了 与 读者 分 享 这 种 学 习 、 思 考 的 结果 , 也 
为 了 在 一 定 程度 上 弥补 前 面 提 到 因为 起 点 高 , 技巧 性 强 等 对 初学 者 造成 的 
研读 费力 , 进度 缓慢 , 演算 过 程 难以 重复 等 方面 的 欠缺 , 作者 不 揣 冒 昧 尝试 
搭建 这 样 的 桥梁 。 在 原 有 稿件 的 基础 之 上 , 作者 对 内 容 作 了 大 幅度 的 扩充 ， 
编写 了 这 本 参考 书 。 

本 书 按 原 书 章节 编排 , 每 节 中 一 般 分 为 内 容 提要 , 内 容 补充 和 习题 解 
答 三 个 部 分 。 内 容 提 要 部 分 扼要 概括 所 讨论 的 问题 的 基本 要 点 , 内容 补充 
部 分 包括 过 程 推导 , 补充 说 明 , 内 容 扩展 和 引申 等 , 习题 解答 将 给 出 原 例题 
中 的 详细 求解 过 程 , 同时 也 补充 了 一 些 习题 以 说 明 相 关 概 念 、 方 法 等 。 需 
要 说 明 的 是 , 出 于 完整 性 的 考虑 , 有 些 习 题 的 求解 过 程 部 分 重复 了 原 书 的 
内 容 , 而 对 于 不 需要 作 补 充 的 习题 一 概 省 略 。 书 中 内 容 充 分 吸收 了 文献 中 
的 一 些 成 果 , 在 相关 地 方 列 出 参考 文献 , 当然 也 包括 本 书 作 者 的 一 些 学 习 
心得 和 体会 。 凡 原 书 公式 和 图 形 标 号 前 均 附 加 字母 o (original), 以 示 区 别 。 
考虑 到 矢量 力学 方法 相 比 于 分 析 力 学 方法 有 相对 较 好 的 直观 性 , 在 个 别 地 
方 增 加 了 这 种 处 理 方 法 。 另外, 也 注意 到 了 力学 与 量子 力学 之 间 的 一 些 关 
联 性 , 但 对 此 不 作 具 体 讨 论 仅 列 出 有 关 文 献 供 参考 。 

感谢 卢 德 暮 教授 , 从 他 关于 研究 型 教学 的 研究 和 实施 , 相关 的 著作 以 
及 与 他 多 次 的 讨论 , 作者 受益 菲 浅 ,感谢 我 的 妻子 张 志 洁 多 年 来 对 我 的 工 
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作 的 理解 和 大 力 支持 。 对 刘 寄 星 教 授 、 金 国 钧 教授 多 年 来 的 帮助 和 鼓励 
也 表示 衷心 的 感谢 。 感 谢 高 等 教育 出 版 社 自然 科学 学 术 著 作 分 社 编辑 王 
超 先 生 的 大 力 帮助 (该 书 的 写作 最 早 也 是 由 他 提议 的 )。 

解读 经 典 著 作对 作者 而 言 是 一 件 诚 性 诚 恐 的 事情 , 限于 作者 的 水 平 ， 
错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 , 欢迎 同行 专家 和 读者 批评 指正 , 并 期 望 在 再 版 
时 予以 改正 。 作 者 邮箱 : jugx@nju.edu.cn 


鞠 国 兴 说 识 
2013 年 9 月 于 南京 大 学 物理 学 院 


版 本 说 明 


20 世纪 30 年 代 , 在 哈 尔 科 夫 (Khar'kov) 工作 期 间 , 朗 道 (L. D. Landanu， 
1908 一 1968) 就 计划 编写 一 套 教材 , 为 理论 物理 工作 者 提供 必 备 的 基础 知 
识 。30 年 代 后 期 , 朗 道 开 始 实施 这 项 计划 , 这 就 是 著名 的 《理论 物理 学 教 
程 》。 经 过 朗 道 以 及 粟 弗 席 效 (E. M. Lifshitz, 1915 一 1985), 皮 塔 耶 夫 斯 基 (L. 
P. Pitaevskii, 1933 一 ) 等 朗 道学 派 的 物理 学 家 的 通力 合作 , 历时 40 余年 , 直 
到 1979 年 第 十 卷 《 物 理 动 理 学 》 的 出 版 才 标 志 着 整个 教程 的 全 部 完成 。 此 
后 , 教程 的 体系 没有 变化 , 仅 对 部 分 内 容 作 了 修订 , 这 就 是 我 们 现今 广泛 使 
用 的 版 本 。 

《理论 物理 学 教程 》 第 一 卷 是 《力学 》 主要 介绍 力学 的 基础 , 首次 成 稿 
于 1938 年 , 当时 是 与 皮 亚 季 戈 尔 斯 基 (L. Pyatigorsky, 1909 一 1993) 合 著 的 ， 
于 1940 年 由 国立 技术 和 理论 文献 出 版 社 出 版 。 该 版 全 书 共 六 章 计 63 节 ， 
另外 包含 序言 以 及 一 个 关于 张 量 代数 的 附录 , 篇 幅 与 后 来 的 各 个 版 本 大 致 
相当 。1937 年 , 朗 道 与 皮 亚 季 蕊 尔 斯 基因 为 所 谓 “技术 物理 所 反革命 事件 ” 
而 失 和 @, 整个 教程 的 写作 也 因此 事件 以 及 其 他 相关 原因 受到 影响 。 此 后 ， 
朗 道 改 与 耿 弗 席 效 合作 进行 教程 的 写作 。1957 年 , 由 国立 物理 数学 书籍 出 
版 社 出 版 《力学 》 新 版 第 一 版 。 与 1940 年 的 版 本 相 比 , 新 版 在 内 容 和 体系 
方面 均 作 了 大 幅度 的 调整 , 即使 保留 下 来 的 章节 也 做 了 大 量 修改 甚至 完 
重 写 , 全 书 改 为 七 章 50 节 , 不 再 包括 序言 和 附录 。1965 年 出 版 第 二 版 , 与 
第 一 版 相 比 内 容 体系 均 没有 变化 。1973 年 出 版 第 三 版 , 皮 塔 耶 夫 斯 基 参 与 
了 修订 工作 , 全 书 变 为 七 章 52 节 , 与 第 二 版 相 比 主要 是 将 第 50 节 扩 展 为 
三 节 。1985 年 栗 弗 席 兹 去 世 后 , 于 1988 年 以 及 2004 年 分 别 出 版 了 第 四 和 
第 五 版 , 这 些 版 本 经 由 皮 塔 耶 夫 斯 基 修 订 , 但 基本 上 是 第 三 版 的 重印 , 仅 是 
修订 了 印刷 错误 以 及 少量 的 文字 。 第 五 版 另外 将 1940 版 本 朗 道 所 写 序言 


加 参见 刘 寄 星 先 生 为 《统计 物理 学 I》( 第 五 版 ) 中 译本 2012 年 第 二 次 印刷 本 所 写 
版 本 说 明 以 及 工 Hargittai, Struct Chem, 19(2008)373-376。 


这 版 本 说 明 


附 于 书后 。 
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第 一 和 章 


运动 方程 





本 章 所 讨论 的 系统 是 仅 受 到 理想 完整 约束 且 所 有 主动 力 均 为 有 势力 
(或 保守 力 ) 的 系统 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 从 哈密 顿 原理 © (或 最 小 作用 量 原 
理 ) 导出 系统 的 运动 微分 方程 , 即 拉 格 朗 日 方程 @. 

哈密 顿 原理 表示 的 是 , 对 实际 运动 作用 量 5 = frat 取 极 值 . 对 于 理 


想 完整 保守 系统 , 作用 量 S 中 的 拉 格 朗 日 函数 工 是 系统 的 特性 函数 , 即 由 
它 原则 上 可 以 完全 确定 系统 的 运动 情况 . 对 自由 粒子 系统 , 工 的 表示 形式 
可 以 利用 时 间 空 间 的 性 质 (即时 间 是 均匀 的 , 空间 是 均匀 和 各 向 同性 的 ) 得 
到 , 然后 再 推广 到 有 相互 作用 的 问题 .有 非 保守 力 和 非 完整 约束 的 系统 相 
关 的 动力 学 方程 等 在 第 六 章 最 后 一 节 ( 即 838) 中 讨论 . 


81 广义 坐标 
81.1 内 容 提 要 
对 于 力学 系统 , 设 有 NN 个 质点 , 通常 用 径 矢 ra(a = 1,2,……,N) 指定 其 


中 各 个 质点 的 位 置 , 即 系统 的 位 形 , 这 总 计 有 3N 个 坐标 . 但 是 实际 系统 会 
受到 各 种 约束 的 限制 , 3N 个 坐标 并 不 都 是 独立 的 . 

能 唯一 地 确定 系统 位 置 (即位 形 ) 所 需 独立 变量 的 数目 称 为 系统 的 自 
由 度 ( 设 为 s), 相应 的 变量 称 为 广义 坐标 , 记 为 q1, qz,:… ,gs, 其 导数 6;(i = 
1,2,… ,5s) 和 (i = 1,2,…,s) 分 别称 为 广义 速度 和 广义 加 速度 . 广义 坐标 
不 一 定 是 笛 卡 儿 坐 标 . 广义 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标 之 间 的 关系 称 为 坐标 变换 关 





中 William Rowan Hamilton, 1805 一 1865, 爱尔兰 数学 家 、 物 理学 家 及 天 文学 家 . 
@ Joseph-Louis Lagrange, 1736 一 1813, 法 国籍 意大利 裔 数学 家 和 天 文学 家 . 


系 
Pa = Pa (gd ,区 埋 ， (&= 1, 2, ,N). (1.1) 


系统 的 力学 状态 由 广义 坐标 和 相应 的 广义 速度 给 定 , 即 它们 原则 上 可 
以 确定 系统 在 任意 时 刻 的 位 形 以 及 位 形 的 变化 . 


81.2 内 容 补充 


1. 约束 和 分 类 

要 理解 广义 坐标 以 及 相关 的 问题 , 需要 对 约束 以 及 分 类 有 一 个 基本 的 
了 人 解 . 

在 分 析 力 学 中 处 理 问 题 时 , 首要 的 是 先 明确 系统 , 这 是 所 有 讨论 的 基 
本 出 发 点 . 系统 中 各 质点 (离散 系统 ) 或 质 元 (连续 分 布 的 系统 ) 的 位 置 的 
集合 称 为 系统 的 位 形 . 约束 是 对 系统 的 位 形 以 及 位 形 的 变化 的 一 种 限制 . 

按照 是 否 同时 限制 位 形 和 位 形 的 变化 可 将 约 东 分 为 完整 约束 (也 称 
为 几何 约束 ) 和 非 完 整 约束 两 类 . 前 者 仅 对 位 形 有 限制 , 也 就 是 约束 相应 的 
数学 关系 ( 称 为 约束 方程 ) 一 般 具 有 下 列 形式 





fi(Tr1,72,..* ,TN,t) = 0, (2 (1.2) 


其 中 1 为 这 类 约束 的 个 数 . 非 完 整 约束 对 位 形 以 及 位 形 的 变化 均 有 限制 ， 
约束 方程 通常 具有 下 列 形式 


fri Ta PN, TL,T2,* , FN,t) = 0, (1=1,2,.… ,0). (1.3) 


依据 约束 方程 中 是 否 显 含 时间 , 又 可 将 约束 分 为 定常 约束 和 非 定常 约 
束 两 类 . 前 者 是 显 含 时 间 的 , 后 者 则 否 . 方程 (1.2) 和 (1.3) 表示 的 均 是 非 定 
常 约束 . 

根据 约束 是 否 可 以 解除 又 将 约束 分 为 单 侧 约 融和 双 侧 约束 . 单 侧 约束 
是 可 解除 的 约束 , 约束 方程 通常 表示 为 不 等 式 . 在 实际 问题 中 , 约束 解除 与 
否 取决 于 约束 力 的 变化 情况 . 约束 方程 可 以 表示 为 等 式 的 约束 称 为 双 侧 
约束 . 

在 讨论 动力 学 问题 时 , 往往 需要 根据 系统 所 受 各 约束 力 的 虚 功 之 代数 
和 是 否 等 于 零 将 约束 分 为 理想 约束 和 非 理想 约束 . 设 各 质点 的 虚 位 移 分 别 
为 gru, 受到 的 约束 力 为 FF, 如 果 有 





N 
> Féra=0, (1.4) 
ds1 
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则 称 约束 是 理想 的 . 注意 , 这 里 所 说 的 不 是 单个 约束 力 的 虚 功 , 而 是 系统 所 
有 约束 力 的 虚 功 之 和 . 与 广义 坐标 等 概念 一 样 , 约束 是 否 是 理想 的 针对 的 
也 是 整个 系统 , 而 不 是 系统 中 的 某 一 部 分 . 也 就 是 说 ,“ 第 ;个 约束 是 理想 
约束 ”之 类 的 表述 通常 是 没有 意义 的 . 

理想 约束 一 般 而 言 是 一 种 近似 , 在 具体 问题 中 , 光滑 接触 、 刚 性 杆 、 贸 
链 、 不 可 伸 长 等 类 型 的 约束 均 是 理想 约束 . 

2. 广义 坐标 

要 说 明 的 是 , 广义 坐标 是 针对 整个 系统 的 . 也 就 是 说 ,“ 系 统 中 某 一 部 
分 的 广义 坐标 是 什么 ” 之 类 的 表述 一 般 是 没有 意义 的 . 后 面 讨 论 中 引入 的 
与 广义 坐标 相关 的 广义 力 、 广 义 动量 、 势 能 等 等 概念 也 同样 是 针对 整个 
系统 的 . 

广义 坐标 的 选取 , 通常 并 没有 一 定 的 原则 , 只 要 是 相互 独立 并 能 唯一 
地 确定 系统 的 位 形 (或 状态 ) 的 一 组 数目 最 少 的 参量 就 可 . 对 于 同一 系统 ， 
可 以 有 多 组 广义 坐标 , 其 中 每 一 组 均 可 以 同等 地 用 来 描述 系统 的 运动 情 
况 . 实际 上 , 广义 坐标 的 选取 包含 一 定 的 经 验 技巧 . 对 于 有 限 大 小 的 物体 ， 
将 其 方位 角 作为 系统 的 广义 坐标 的 一 部 分 是 一 个 好 的 选择 . 如 果 系 统 具 有 
一 定 的 对 称 性 , 选取 与 对 称 变换 (或 操作 ) 相关 联 的 参量 为 广义 坐标 可 为 运 
动 的 求解 带 来 便利 , 因为 后 面 可 以 看 到 这 样 的 广义 坐标 将 不 会 出 现在 系统 
的 拉 格 朗 日 函数 中 (这 样 的 广义 坐标 称 为 可 遗 坐 标 或 循环 坐标 ), 由 此 将 有 
对 应 的 运动 积分 存在 . 例如 , 如 果 系 统 关于 某 轴 具 有 转动 不 变性 , 则 可 选 绕 
轴 的 转动 操作 相应 的 转动 角度 为 广义 坐标 (参见 89 习题 3). 

在 选 定 广义 坐标 后 , 完整 约束 方程 自动 隐 含 在 坐标 变换 关系 中 , 因此 
除了 求 相 应 的 约束 力 外 通常 不 必 再 考虑 该 类 约束 了 . 另外 , 要 注意 约束 方 
程 与 坐标 变换 关系 一 般 而 言 是 不 相同 的 . 

例 长 为 1 的 匀 质 刚性 杆 置 于 半径 为 R(1 > 2R) 的 国定 半球 党 内 侧 ( 见 
图 1.1) 而 处 于 平衡 状态 . 为 求 平衡 位 置 , 以 杆 为 系统 , 它 有 一 个 自由 度 . 如 
果 取 杆 的 质心 C 的 纵 坐 标 y 为 广义 坐标 , 则 它 不 能 唯一 指定 系统 的 位 形 ， 
因为 图 中 两 种 位 形 有 相同 的 y. 

在 该 问题 中 ,通常 可 取 杆 与 水 平方 向 的 夹 角 0 为 广义 坐标 . 于 此 , 有 如 
下 坐标 变换 关系 .对 于 4 点 ,有 

TA=2R— (2Reos0)cos0 = 2R sin? 0， 
yA = (2R cos0)sing = Rsin(20). 
由 这 两 个 关系 消去 0, 得 到 


(Z4 一 R)? 十 久 = R?. 


(1) 





这 就 是 4 点 的 约束 方程 , 它 是 完整 的 约束 . 
对 BB 点 ,有 


zB =2R+(!—2Rcos0) cosb = 1cos0 + 2Rsin?b, 
VB 三 一 (( 一 2Rcos0)sinb0 = —lsin0 + Rsin(20). 


由 式 (1) 和 (2) 消去 0, 得 到 
(ZA — ZB) + (ya — ye) = 1. 

这 是 杆 为 刚性 杆 的 约束 方程 , 它 也 是 完整 的 约束 . 

3. 坐标 变换 关系 (1.1) 的 时 间 依 赖 性 

坐标 变换 关系 (1.1) 是 否 显 含 时 间 , 是 与 约束 的 类 型 以 及 广义 坐标 的 
选取 密切 相关 的 . 一 般 而 言 , 对 于 非 定常 约束 , 坐标 变换 关系 总 是 显 含 时 间 
的 . 但 是 , 对 于 定常 约束 , 可 以 选取 广义 坐标 使 得 它 不 显 含 时 间 . 也 就 是 说 ， 
在 定常 约束 下 , 显 含 时 间 与 否 取 决 于 如 何 选取 广义 坐标 . 在 《力学 》 后 面 的 
讨论 中 , 往往 认为 坐标 变换 关系 是 不 显 含 时 间 的 , 也 就 是 所 涉及 的 约束 是 
定常 约束 . 注意 , 85 习题 3 考虑 的 是 非 定 常 约束 的 情况 . 

例 如 图 1.2 所 示 , 弹簧 一 端 国定 于 支架 上 , 支架 以 速度 vo 沿 固 定 的 水 
平 轴 Oz 运动 , 质量 为 m 的 质点 与 弹簧 相连 , 弹簧 的 劲 度 系 数 为 ,自然 长 
度 为 10. 
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解 : 取 弹 簧 和 质点 为 系统 , 它 有 一 个 自由 度 . 约束 条 件 为 
y=0. 


这 是 定常 完整 约束 . 取 质 点 相对 于 支架 且 弹 簧 处 于 原 长 时 端点 所 在 位 置 
的 坐标 4 为 广义 坐标 , 则 坐标 变换 方程 为 


Z 一 Vot 十 /0 十 d， 


其 中 1 为 弹簧 的 原 长 . 变换 方程 中 含有 时 间 上 七 
但 是 , 如 果 选 任 一 时 刻 质点 相对 于 O 的 坐标 z 为 广义 坐标 , 则 坐标 变 
换 关 系 是 xx 一 zx 它 不 显 仿 时间. 


82 最 小 作用 量 原理 
82.1 内 容 提要 
力学 系统 的 运动 规律 是 由 使 哈密 顿 作 用 量 


d= | L(g, 9,t)dt, (602.1) 


这 个 泛 函 取 极 值 时 , 即 变 分 问题 85 = 0 中 广义 坐标 所 满足 的 微分 方程 所 
描述 的 , 其 中 工 是 系统 的 拉 格 朗 日 函数 . 这 个 原理 称 为 最 小 作用 量 原理 , 通 
常 称 为 哈密 顿 原理 . 
在 固定 边界 条 件 下 , 即 5g;(t1) = soi(tz) =0 时 , 哈密 顿 原理 给 出 拉 格 朗 
日 方程 | 
宇 ( 蜂 )- 疙 =0%(=12…) (02.6) 


这 是 关于 g; 的 二 阶 微 分 方程 , 即 系统 的 运动 微分 方程 . 

拉 格 朗 日 函数 具有 性 质 : (1) 如 果 系 统 可 以 分 为 几 个 相互 独立 的 部 分 ， 
则 系统 的 拉 格 朗 日 函数 等 于 各 部 分 的 拉 格 朗 日 函数 之 和 . (2) 拉 格 朗 日 郴 
数 不 具 有 唯一 性 . (i) 拉 格 郎 日 函数 乘 以 一 个 任意 常数 不 会 改变 运动 微分 
方程 ; (i) 两 个 拉 格 朗 日 函数 L'(g,g,t) 和 L(g,g,t), 如 果 它 们 相差 某 个 坐标 
和 时 间 的 函数 f(g,t) 对 时 间 的 全 导数 : 


L(g dt) = L(g GD) + f(g,t) (02.8) 


它们 将 给 出 完全 相同 的 动力 学 微分 方程 , 即 拉 格 朗 日 函数 仅 可 以 确定 到 相 
差 任意 一 个 关于 时 间 和 坐标 的 函数 的 全 导数 项 . 
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82.2 ”内容 补 充 


1. 哈密 顿 原理 与 参考 系 

哈密 顿 原理 是 变 分 法 中 的 一 个 基本 原理 , 是 用 于 求 泛 函 的 极 值 的 , 本 
身 并 不 涉及 参考 系 的 问题 . 但 是 物理 问题 的 描述 , 运动 规律 的 讨论 均 离 不 
开 参考 系 . 参考 系 是 研究 物理 问题 的 基本 出 发 点 . 在 矢量 力学 中 , 牛顿 第 一 
定律 本 质 上 就 表示 了 特殊 类 型 参考 系 即 惯性 参考 系 的 存在 性 , 构成 了 牛顿 
力学 的 基础 

将 哈密 顿 原理 与 物理 联系 起 来 , 这 也 就 要 求 考虑 参考 系 的 问题 . 具体 
来 说 就 是 , 相对 于 什么 样 的 参考 系 找 出 系统 的 拉 格 朗 日 函数 . 在 83 及 其 后 
面 各 节 的 讨论 中 , 我 们 可 以 看 到 , 通过 所 谓 简单 性 原则 (即使 力学 规律 的 表 
述 形式 上 尽 可 能 简单 ), 假定 时 空 具 有 均匀 性 和 各 向 同性 的 性 质 就 可 以 求 
出 拉 格 朗 日 函数 , 其 中 明确 了 惯性 参考 系 的 基本 地 位 , 它 仍然 是 分 析 力 学 
研究 问题 的 出 发 点 . 基于 此 , 由 哈密 顿 原理 导出 的 拉 格 朗 日 方程 就 等 同 于 
牛顿 第 二 定律 这 个 动力 学 方程 

2. 关系 69 = 和 9 成 立 的 条 件 


关系 式 8 = 6g 表明 变 分 和 对 时 间 的 微分 这 两 种 运算 是 可 以 交换 次 
序 的 , 但 这 是 有 条 件 的 , 仅 对 等 时 变 分 是 成 立 的 . 

所 谓 等 时 变 分 , 是 指 这 种 变化 在 物理 学 中 来 看 不 是 运动 引起 的 , 也 就 
是 不 是 历经 时 间 的 变化 , 因此 是 一 种 假想 的 变化 . 

以 一 个 自由 度 的 情况 为 例 . 如 图 1.3 所 示 , 设 5(t) 是 与 g(t) 无 限 相 邻 
的 函数 , 即 5(t) 一 q(t) = 6g(t) 是 小 量 , 则 5(t) 称 为 g(t) 的 等 时 变 分 . 图 中 
A, 4',B,B' 各 点 的 坐标 可 以 按 如 下 方式 得 到 . 


q 已 
| 


g(t)=gq+6q 





从 A 点 到 BB 点 函数 g(t) 没有 改变 , 自 变 量 则 从 t 变 为 t+dt, 因此 如 A 
点 的 坐标 为 : (t,g), 则 B 点 的 坐标 是 : (t 十 dt, g(t 十 dj) =g 十 dq). 这 里 坐标 的 
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变化 与 时 间 变 化 有 关 , 相应 于 微分 . 

4' 点 和 4 点 是 在 二 条 不 同 的 函数 曲线 上 , 但 它们 的 上 坐标 相同 , 于 是 
从 4 点 到 4 点 是 由 于 函数 4 变 为 7 所 引起 的 , 自 变量 没有 改变 , 这 相应 于 
变 分 . 因此 4' 点 的 坐标 应 为 (t, 5(t)) = (t, q(t) + 58g(t)). 

B' 点 的 坐标 既 可 以 从 B 点 变更 过 去 , 也 可 以 从 4' 点 变更 过 去 . 前 者 
是 变 分 , 后 者 是 微分 . 从 B 点 变更 时 , B' 点 的 纵 坐 标 应 为 


g(t + dt) = q(t + dt) + 6q(t+ dt) = g(t) + dq(t) + (q(t) + dq(t)). 
从 水 点 变更 时 , B' 点 的 纵 坐标 应 为 
g(t + dt) = 4(t) + dg(t) = q(t) + Hq(t) + d(q(t) + 54q(t)). 
这 两 种 表示 式 应 相等 , 因此 得 
8(dq) = d(8g). 
这 表明 变 分 和 微分 的 运算 可 以 交换 次 序 . 
由 上 述 关系 可 证 明 8 和 全 也 是 可 以 交换 次 序 的 : 


dd S(dg)dt — S(dt)dg d(89g) 
S (号 (dt)? dt 


Sr 
即 


过 
06d = 29 


如 果 当 时 间 从 t 变 到 #=t 二 At 时 ,坐标 g 作 如 下 的 变化 
q(t) = g(t") = q(t) + Ag(t). (2.1) 
当 At 与 Ag 为 一 无 穷 小 量 时 , 式 (2.1) 称 为 无 穷 小 变换 , 而 Aglt) 称 为 g 的 全 
变 分 ( 即 非 等 时 变 分 ). 这 里 用 A 与 等 时 变 分 5 (5t = 0) 相 区 分 . 下 面 证 明 
d dg 
元 Ag 天 人 下. 
考虑 到 


Aql) = 9) a(t) = +A) -ald) = 90) + EA alt) 


= (0 (0) — 9() + A = 9) + MHA, 


这 里 的 6 是 等 时 变 分 . 在 上 式 中 实际 上 仅 保留 到 At, Ad 的 一 阶 小 量 项 , 所 
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以 可 用 二 At 牧区 和 多 Ar 同样 有 


dd 人 a ,x 
dt 


1 
= 和 (50) AL) ) -4 a (AglD) — dd) LAY) 


Ad(b = 859(t) + At = 80(t) + 





(At) 





上 式 右边 多 出 一 项 -4(b 人 (Ab), 表明 全 变 分 A 和 微分 由 是 不 能 交换 次 序 
的 . 

3. 拉 格 朗 日 函数 的 不 唯一 性 与 规范 变换 

在 《力学 》 中 , 拉 格 朗 日 函数 的 不 唯一 性 是 通过 考虑 (02.8) 联系 的 两 个 
拉 格 朗 日 函数 相应 的 哈密 顿 作 用 量 仅 相差 边界 项 来 证 明 的 ， 然 而 也 可 以 
直接 计算 两 个 拉 格 朗 日 丽 数 有 相同 的 运动 微分 方程, 这 只 要 注意 到 下 列 结 

论 即 可 . 

因为 f(g,t) 对 时 间 的 全 微 商 可 写 为 


sOf(gt), af(qt 
Sd yy 














j=1 qi ot 
则 有 
0 Bo 
d O02f(g,t). 02f(gq,t) 
a (8 ei- i OtOq; 
0 ld O02 f(g, a O02f(gq,t) 
部 [fl09| = > Bdgr ST BoBs 
所 以 ， 





后 ( 流 | 训 /6 引 )- 产 总 fm =0 
即 全 微 商 项 对 动力 学 方程 的 贡献 为 零 


通常 也 将 (o2.8) 这 种 关系 称 为 规范 变换 . 一 个 代表 性 的 实例 是 处 于 均 
勺 电 磁场 中 的 带电 粒子 的 运动 , 其 拉 格 朗 日 函数 可 以 表示 为 


由 
= Fm — (ep — eA .vw), (2.2) 


其 中 e 是 粒子 的 电量 , y 为 标 势 , 4 为 矢 势 . 如 果 对 矢 势 和 标 势 分 别 作 如 下 
变换 
Oy 


AmA=A+tV, 9 一 9 =9- 


(2.3) 
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其 中 是 坐标 和 时 间 的 可 微 标量 函数 , 易 证 在 该 变换 下 电场 强度 B= 
一 党 和 磁感应 强度 B = Vx 4 保持 不 变 , 即 不 改变 带电 粒子 所 受 的 
力 . 上 述 变 换 称 为 规范 变换 . 如 果 定 义 变换 以 后 的 拉 格 朗 日 函数 为 


五 三 sm 一 (ec 一 en A’), (2.4) 
则 将 变换 (2.3) 代入 上 式 可 得 
L'=L+ie | 履 +o.vl =L+ (eg 


可 见 志 和 元 之 间 相 差 一 个 标量 函数 ey 的 时 间 全 微 商 , 该 标量 函数 仅 是 坐 
标 和 时 间 的 函数 . 根据 前 面 的 讨论 知道 , 变换 前 后 的 拉 格 朗 日 函数 对 应 相 
同 的 运动 方程 . 在 规范 变换 下 系统 的 运动 方程 不 发 生变 化 , 这 种 性 质 通 常 
称 为 系统 具有 规范 不 变性 . 

另外 , 作 一 点 相关 的 说 明 . 在 经 典 电磁 理论 中 , 电场 强度 五 和 磁感应 
强度 BB 是 基本 物理 量 , 而 电势 p 和 矢 势 4 是 辅助 量 , 不 是 具有 直接 观测 
意义 的 物理 量 . 但 是 , 在 拉 格 朗 日 描述 或 后 面 将 讨论 的 哈密 顿 描 述 中 , yp 和 
4 确 是 基本 量 , 尽管 它们 不 是 唯一 确定 的 . 在 量子 理论 中 , yp 和 A 不 仅 是 
基本 物理 量 , 更 有 可 观测 的 物理 效应 @， 


83 伽利略 相对 性 原理 
83.1 内 容 提 要 


惯性 参考 系 是 这 样 一 种 参考 系 , 相对 于 它 (i) 空间 是 均匀 的 和 各 向 同 
性 的 , (i 时 间 是 均匀 的 , (说 ) 运动 规律 具有 最 简单 的 形式 . | 
在 惯性 参考 系 中 , 自由 运动 的 质点 其 拉 格 朗 日 函数 只 能 是 速度 wv 大 小 
u = lo| 的 函数 , 即 
L=L(v). (03.1) 


由 此 据 拉 格 朗 日 方程 可 以 导出 自由 运动 的 特征 . 
伽利略 变换 @ 建 立 相 对 于 两 个 不 同 惯性 参考 系 K 和 K' 描述 质点 同一 
运动 的 坐标 和 时 间 之 间 的 关系 . 设 K' 相对 于 K 以 匀速 度 Y 运动 , 则 伽 利 
略 变换 关系 为 
r=7'+ Vi, (03.3) 
”” @ 参见 文献 Y. Aharonov and D. Bohm, Significance of electromagnetic potentials in the 


quantum theory, Phys. Rev., 115(1959)485; R. G. Chambers, Shift of an electron interference 


pattern by enclosed magnetic flux, Phys. Rev. Lett., 5(1960)3. 
@ Galileo Galilei, 1564 一 1642, 意大利 物理 学 家 、 数学 家 、 天 文学 家 . 
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t= (03.4) 


其 中 不 带 撤 和 带 撤 的 量 分 别 表示 相对 于 参考 系 到 和 天/. 
伽利略 相对 性 原理 是 指 , 在 伽利略 变换 下 运动 方程 是 不 变 的 , 即 在 任 
意 惯性 参考 系 中 力学 规律 是 相同 的 . 


83.2 内容 补充 


1. 惯性 参考 系 

在 《力学 》 中 , 惯性 参考 系 是 按照 时 空 的 性 质 和 物理 规律 相对 于 它 具 
有 形式 简单 性 定义 的 , 这 完全 不 同 于 一 般 教 材 中 的 定义 . 通常 教材 中 将 不 
受到 其 它 力 作用 的 自由 质点 相对 于 其 作 匀 速 直线 运动 的 参考 系 定义 为 惯 
性 参考 系 , 即 据 自 由 运动 的 特征 定义 惯性 参考 系 . 或 者 按 男 外 一 种 说 法 是 ， 
牛顿 第 一 定律 成 立 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 . 按时 空 性 质 和 按 自由 运动 的 
特征 这 两 种 方式 定义 惯性 参考 系 在 一 定 程 度 上 是 等 价 的 , 在 力学 范围 内 它 
们 能 导出 完全 相同 的 结论 . 但 是 , 前 一 种 定义 更 反映 物理 本 质 . 例如 , 从 时 
空 性 质 的 角度 可 以 看 到 动量 守恒 比 牛 顿 第 三 定律 更 基本 ( 见 87). 后 面 的 
讨论 ( 见 第 二 章 ) 也 可 以 看 到 , 运动 积分 (或 守恒 量 ) 是 与 时 空 的 这 些 性 质 
密切 相关 的 . 这 种 据 时 空 性 质 确 定 运 动 积 分 的 方法 在 力学 之 外 的 物理 学 
其 它 领 域 仍然 是 有 效 的 , 事实 上 构成 了 现代 物理 学 的 重要 基础 . 从 牛顿 定 
律 导 出 的 守恒 律 局 限于 与 力 有 关 的 问题 , 也 即 仅 在 力学 领域 中 成 立 , 难以 
推广 到 没有 力 概念 或 力 概念 仅 起 辅助 作用 的 那些 问题 或 学 科 领 域 (如 量子 
力学 ). 

2. 洛 伦 兹 变换 © 

伽利略 变换 体现 的 是 绝对 时 空 观 , (i) 时间 和 空间 完全 分 离 ; (ii) 时 间 
是 绝对 的 , 即 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 时 间 是 完全 相同 的 . 时 间 的 同时 性 也 
是 绝对 的 , 即 在 一 个 惯性 参考 系 中 同时 发 生 的 事件 在 另 一 个 参考 系 中 来 看 
也 是 同时 发 生 的 ; (iii) 长 度 是 绝对 的 , 与 参考 系 无 关 . 

在 相对 论 中 , 时 间 和 空间 是 相互 联系 的 , 时 间 和 长 度 不 再 具有 绝对 性 ， 
同时 性 也 只 有 相对 的 意义 . 时 间 和 空间 是 与 运动 相关 的 . 运动 规律 仅 相 对 
于 洛 伦 效 @ 变 换 具 有 不 变性 . 设 K' 相对 于 天 以 匀速 度 V 沿 KK 的 xz 方向 

@ 有 关 相 对 论 的 详细 讨论 参见 J. 匡 . 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 效 , 场 论 (第 八 版 ). 鲁 欣 ， 
任 朗 , 圳 炳 南 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2012. 这 里 的 讨论 仅 是 为 了 与 非 相对 论 的 时 空 
观 、 伽 利 略 变换 等 作对 比 ,以 此 了 解 两 种 时 空 观 的 联系 和 区 别 . 

@ Hendrik Antoon Lorentz, 1853 一 1928, 荷兰 物理 学 家 , 1902 年 因 对 Zeeman 效应 的 理 
论 解释 荣获 Nobel 物理 学 奖 . 
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运动 , 洛 伦 兹 变换 为 


7 Z 一 Vt 
WW Vi 一 了 T(Z — Bet), 
re (3.1) 
用 汪 区 
1 t—Ve/e 
t= 和 =7Y(t— Bzr/o), 
其 中 c 是 光速 ， 
ol 
“证 = 页， 


当 V 之 c 时, 洛 伦 兹 变换 退化 为 伽利略 变换 (o3.3) 和 (o3.4). 
如 果 引 入 四 维 矢量 xz, = (zx,y,z,ict), 即 zi = zze = Yy,23 = 2,24 = ict, 
则 (3.1) 可 改写 为 








wf 7 00 i Si 
l 0 1 0 0 T: 
“| = 了 (3.2) 
2 0 01 0||z 
24 一 i79 0 0 7 IT4 
上 式 也 可 以 写 为 更 紧凑 的 形式 
4 
zh, = DC (3.3) 
w= 


将 式 (3.1) 中 的 站 变 为 -V, 同时 将 带 撤 和 不 带 撤 的 量 互 换 , 可 以 得 到 
从 KK 到 K' 变换 的 逆 变 换 , 也 即 从 K' 到 K 的 洛 伦 兹 变换 为 


“证 Ww 

立 一 a 二 了 (2 十 Bet’), 

了 
yy 王 V， 

(3.4) 
5 

t+Vzr'/e? 
人 二 y(t’ + Br’/e). 


"I Ta 
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引入 固有 时 dr, 它 是 洛 伦 效 不 变量 ， 








dr = 2 Vedd)? ~ (dn) ~ (dy)? ~ (az) 


-的 





其 中 
st 
da Ya 


Vis = 
际 
vv 一 /十 好 十 吧 是 质点 相对 于 天 系 的 速度 . 注意 , 这 里 的 m 与 洛 伦 效 变 


换 中 的 ?7 含义 不 同 , 不 是 两 个 有 相对 运动 的 参考 系 之 间 的 变换 因子 , 而 是 
相对 于 特定 参考 系 K 以 速度 v 运动 时 的 一 个 变换 因子 . 四 维 速度 定义 为 


= (vs Uys Us UE) = (¥, 和 一 个 (95 ore Ve)s (3.6) 
其 品 击 如 到 而 吕 这 = ic 四 维 速度 具有 与 式 (3.2) 相同 形式 的 变换 关系 . 
相应 地 , 速度 变换 关系 为 














i dx’ vz—V 
有 dr 1] 一 
WU 一 一 了 - 珀 
一 3 -= 3 (3:7) 
vy 一 dz 和 0 
四 dt To 
C2 


也 即 所 谓 的 速度 合成 定理 . 
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84 自由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 
84.1 内 容 提 要 


根据 伽利略 相对 性 原理 以 及 拉 格 朗 日 函数 可 以 确定 到 相差 一 个 坐标 
和 时 间 函 数 的 全 微分 的 特性 , 自由 质点 系统 的 拉 格 朗 日 函数 具有 下 列 形式 


J 
L= > 3 Mave. (04.2) 


在 此 基础 之 上 , 可 以 引进 质量 的 概念 . 对 于 质点 系统 , 根据 拉 格 朗 日 函 
数 的 乘 以 任 一 常数 不 改变 运动 方程 的 性 质 可 以 确定 系统 中 不 同 质点 之 间 
的 质量 之 比 是 有 确定 物理 意义 的 量 , 而 最 小 作用 量 原 理 又 要 求 质量 是 非 负 
的 . 
84.2 ”内容 补 充 

。 相对 论 性 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 

需要 说 明 的 是 , 这 里 关于 如 何 得 到 相对 论 中 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 
的 讨论 主要 关注 的 是 《力学 》 中 所 采用 的 方法 . 

考虑 到 固有 时 dr 与 dt 的 关系 为 ( 见 式 (3.5)) 


1 ww 1 
dr7' 三 1 一 一 三 一 dt 4.1 
7 二 豆 > (有.1) 


则 哈密 顿 原理 原 可 以 表示 为 


t2 可 
Ss = Ladt =/ YLdr. (4.2) 
ti TI 


如 果 要 求 在 所 有 惯性 参考 系 中 运动 方程 有 和 相同 的 形式 , 则 yL 应 是 洛 伦 效 
不 变量 . 该 不 变量 必 由 四 维 矢 量 z,, 和 四 维 速度 构造 出 来 . 但 是 , 时 空 的 
均匀 性 要 求 在 平移 变换 zv 一 zj 十 a (这 里 aj 是 常 值 撩 量 ) 下 , 作用 量 是 不 
变 的 , 则 yL 只 能 是 ww, 的 函数 . yL 是 标量 , 而 由 ww, 只 能 构造 一 个 不 变 的 标 
量 Dw 二 一 C2, 因此 yL 只 能 是 一 个 常数 a, 即 








=aVi= /ee. (4.3) 


常数 a 由 非 相 对 论 近似 下 在 相差 一 个 可 加 和 常数 的 条 件 下 工 可 变 为 非 相对 
论 的 动能 这 个 要 求 来 确定 . 在 非 相 对 论 近 似 下 , v/c < 1, 则 有 
2 


2 
z=-avi-m5so(1- 区 )-*- 禾 
c 


2c2 
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其 中 第 一 项 是 常数 , 第 二 项 应 该 等 同 于 3mw?, 由 此 可 得 a= -me?, 故 相对 
论 性 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 为 

到 二 一 mc2V1 一 v2/c2. (4.4) 
85 ”质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 
85.1 内 容 提要 


对 于 封闭 质点 系统 , 没有 系统 之 外 的 其 它 物体 对 它 的 作用 , 仅 有 系统 
中 各 质点 之 间 有 相互 作用 , 且 所 有 相互 作用 可 以 用 系统 的 势能 U(r1,72,…) 
表示 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


二 > Smav? ~ U(r ra 小 (o5.1) 
相应 的 动力 学 方程 为 
dva OU 
ma ~ 一， (05.3) 
dt Ora 


此 即 牛 顿 第 二 定律 的 具体 表示 . 
用 广义 坐标 和 广义 速度 表示 时 , 拉 格 朗 日 函数 的 形式 为 


[= 并 iox(Obt 一 5) (05.5) 
kh 


对 于 非 封 闭 系统 , 系统 与 外 界 有 相互 作用 或 者 说 系统 在 外 场 中 运动 . 
如 果 外 界 的 运动 完全 已 知 , 则 系统 的 拉 格 明日 函数 仍 具 有 式 (05.5) 的 形式 ， 
但 是 其 中 的 U 将 可 能 显 含 时 间 , 即 具 有 形式 Ul(g,). 


85.2 内容 补充 


1. 相互 作用 的 传递 与 伽利略 相对 性 原理 

设 相 互 作用 在 参考 系 K' 中 以 有 限 速度 vo 传递 , 而 K' 系 相对 于 天 系 
以 速度 V 运动 . 假设 vo, V 同 向 , 则 根据 伽利略 相对 性 原理 , 在 K 系 中 , 相 
互 作用 以 速度 (vo + 六) 传递 

今 d 为 4,B 两 质点 在 vo 方向 上 的 距离 . 如 果 改 变 B 的 状态 而 引起 相 
互 作用 F, 取 时 间 间 隔 为 如 , 则 当 voto < d < (vo +V)t0 时 , 根据 相互 作用 传 
递 速度 的 有 限 性 和 牛顿 时 空 观 , 在 K' 参考 系 中 , 对 质点 4 将 有 六 = 0 而 
在 KK 参考 系 中 , 则 有 j = 二, 即 两 参考 系 中 运动 规律 不 相同 . 所 以 , 如 果 


运动 规律 在 伽利略 变换 下 具有 不 变性 , 则 要 求 相互 作用 的 传递 速度 是 无 限 
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大 的 . 因为 电磁 相互 作用 的 传递 速度 ( 即 光速 ) 是 有 限 的 , 伽利略 变换 与 电 
磁 学 的 规律 是 不 相 容 的 , 即 电磁 学 规律 在 伽利略 变换 下 不 具有 不 变性 . 这 
种 内 在 矛盾 是 提出 狭义 相对 论 的 重要 动力 之 一 . 
” 2. 公式 (05.5) 中 系数 oik 的 具体 形式 
在 将 笛 卡 儿 坐 标 用 广义 坐标 表示 时 , 需要 使 用 坐标 变换 关系 . 设 对 zu， 





有 
wa = fa(qisqay 5s) 


则 有 





"Oo, 
Xa 一 2 Gop 此 
如 果 相 应 地 有 22 三 gal(q1, q2,° ; Ys) Za 一 halq1, 92, 2 ;es 则 有 


| Ogu. ， Oh. 
ya = 2 5 多 ， 因 一 2, Bo dk: 








将 这 些 关 系 代 入 原来 用 笛 卡 儿 坐 标 表 示 的 动能 , 即 
1 ;> s ; 
7 下 可 m+ 让 + 芭 
中 即 可 得 到 拉 格 朗 日 函数 (05.5) 的 系数 aiz 的 表示 式 为 


N 
Ofu0f,。 Og Og Oho Oho ) 
Qik 一 Ma 
2 (2 Ogk OgqiOqk 699i Ogk 




















a=1 


系数 oik 通常 是 广义 坐标 的 函数 . 

需要 说 明 的 是 , 这 里 的 坐标 变换 关系 中 均 不 显 含 时 间 , 实际 上 要 求 约 
东方 程 中 不 显 含 时 间 , 即 约束 是 定常 的 . 对 坐标 变换 关系 中 显 含 时 间 情 况 
下 动能 用 广义 坐标 表示 时 的 形式 可 参见 后 面 86 中 的 相关 讨论 . 


85.3 ”习题 解答 


试 求 下 面 在 均匀 重力 场 (重力 加 速度 为 9) 中 各 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ， 

习题 1 平面 双 摆 

解 : 取 两 个 小 球 及 连 线 为 整个 系统 , 系统 的 自由 度 为 2. 建立 如 图 ol 
所 示 的 直角 坐标 系 , 坐标 原点 取 在 悬挂 点 . 取 绳 由 和 2 分 别 与 竖 直 方向 的 
夹 角 pl 和 pa 为 广义 坐标 . 取 悬 挂 点 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 对 质 
点 mi, 动能 和 势能 分 别 为 





1 
71 三 3m1l1p, U1 = —m1igli cos yi1. 
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为 了 求 出 第 二 个 质点 的 动能 , 我 们 用 角 wl 和 2 表示 第 二 个 质点 的 秆 
卡 儿 坐标 za, ye, 也 即 有 坐标 变换 关系 为 
T2 一 /lsinwl 十 12sinw2，yWa = {1coswi 十 12cos%2. 
相应 地 有 
2 = 11091 CoS pl 十 12%2 cos po, ya2 = 一 11P1 Sin P1 一 /222 sin yo. 
于 是 ,动能 和 势能 分 别 为 


1 . 1 
了 2 = 本 mm22( 字 十 奶 ) = 了 2 [23 + 383 十 20112019pa cos(pl — p2)] ， 


Uz = —m2gy2 一 一 7229(11 cos pl1 十 12 cos 2 ). 


1 3 a 
m2 [22 十 2112pl1w2 cos(wpl 一 gp2)| , 


| 六 
人 = 十 73 三 5 (m1 * m2)l? 2 5 


系统 的 势能 

U=U+U2= (mi +m2)gl cosyp — m2gl2 cos 22. 
由 也 = 了 一 D, 最 后 得 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
3ma [282 + 2lil2p1p2 cos(p1 一 pa)] 十 


(mi + m2)gli cos pi + m2glz cos yp2. 


对 p1, 有 


1 
L= 一 了 (ma + mz)l292 十 


OL 

Op1 
OL 
Op1 


代入 yp1 相应 的 拉 格 朗 日 方程 $s( 


= (mi m2)lfp1 + m2lil2p2 cos(p1 — p2), 


= —m2lilzp192 sin(wpl 一 %2) 一 (mi + m2)gli sin %1. 
oL aL 2 
一 一 三 0, 可 得 
Be) am 
(mi 十 7n2)1101 十 ma112b5a cos(p1 一 p2) 十 
m2lil2p2 sin(p1 一 %2) + (721 m2)gli sin pl = 0. 
对 Pp2， 则 有 


oL 。 
Bo = m2l2p2 + malil2p1 cos(p1 一 92)， 
P2 
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oL Re 
Be m2lil2p192 Sin(pl 一 pa) — m2glz sin yp2. 
P2 
3 s i ， d /ooL oL J 
代入 wa 相应 的 拉 格 朗 日 方程 一 | 一 一 一 一 =0, 可 得 
dt \ Op» Op2 


m2l2p2 + m2lil2B1 cos(p1 一 p2) — m2lil2p? sin(y1 — p2) + m2gl2 sin yp2 = 0. 

注 : 关于 该 题 在 P11, Pp2 均 为 小 量 ， 即 2 多 1pz< 巡 1 情况 下 的 求解 ， 参 
见 823 习题 2. 

习题 2 质量 为 mo 的 平面 摆 , 其 悬挂 点 (质量 为 mi) 可 以 沿 着 位 于 ms 
运动 平面 内 的 水 平 直 线 运动 (图 o2). 

解 : 取 两 个 质点 及 其 连 线 为 整个 系统 , 系统 的 自由 度 为 2. 建立 如 图 o2 
所 示 坐 标 系 . 取 mi 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 . 

设 质 点 mi 的 坐标 为 x, 摆 线 与 竖 直 方向 夹 角 为 yp, 将 它们 取 为 广义 坐 
标 , 则 有 坐标 变换 关系 

Z2 一人 十 /sinw， ya = lcoswy. 
对 于 巧 挂 点 mi, 其 动能 和 势能 分 别 为 
1 
T= smd, Ui=0. 


对 于 摆 mo, 动能 为 


1 ， 1 
Ts; = na( 十 虽 ) = 5m2(2 + L282 + 2lzp coswy), 


2 
势能 为 
Us = —m2gy2 = —m2glceos wy. 
系统 的 动能 为 
有 lr i2 1 2052 4 Dh cos 
和 三 刘 直 玖 = 3 (m1 十 72)Z“ 十 am2(! Pp” 十 2ljy cos wp). 
系统 的 势能 为 


U=U+U2=—m2gy = —m2glceosy. 
由 工 二 TT 一 U, 可 得 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
过 oD 1 、 
五 三 Fm1 十 m2) 十 am2(! Pp” + 2lip cos p) + m2gl eoswy. 
对 z, 有 


aL 3 
oo = (m+ m2a)z + m2ly coswy, 


Oz 
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BL 


三 0. 
d /07 aL iy 
代入 zw 相应 的 拉 格 朗 日 方程 二 | 下) 一 二 -二 0, 可 和 
dt \ Oz Or 
(ml 十 rn) 诗 十 ma2l5cosop — m2lyp? sing = 0. (1) 
对 ,有 
Ob 
Op 人 2 Pp 2 0， 
ve LSsino 一 1 sin 
到 = m2liy sin wp 一 m2gl sin y. 
g OR s d /8L oL 
入 应 的 提 日 旦 一 | 一 | 一 一 二 0, 可 得 
代入 yp 相应 的 拉 格 朗 日 方程 ( 吉 ) 5 一 0 可 得 
m2l2B + m2li cosp 十 ma2glsino = 0. (2) 


如 果 yp 可 以 视 为 小 量 , 即 可 以 作 近 似 sinyp yp, cosyp 守 1, 同时 式 (1) 和 
式 (2) 中 仅 保 留 到 yp,y 的 一 阶 项 , 则 式 (1) 和 式 (2) 分 别 变 为 


(mi 二 M2 应 十 m2l$ 二 0， (3) 
m2l?2$ + mal 人 t+ m2glp = 0. (4) 
对 式 (3) 作 一 次 积分 , 可 得 
(mi++ mo)t+ m2lyp 一 cl， 
其 中 ci 为 积分 常数 . 对 上 式 再 作 一 次 积分 , 可 得 
(mi+ mo)T+ malyp = ct cc, (5) 


其 中 co 也 是 积分 常数 . 
由 式 (3) 和 式 (4) 消去 x, 可 得 


ml 
Tt a = 0， 
即 
$+ wp = 0, (6) 
其 中 
(mi + m2)g 


w= 。 
mil 
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方程 (6) 的 解 为 
p= Acos(wt+ a), (7) 


其 中 4,a 均 为 积分 常数 . 

将 式 (7) 代入 式 (5), 可 得 
m2l 
m+m2a 21 十 mz 


注 : 该 题 的 有 关 求 解 可 参见 814 习题 3. 在 ww < 之 1 情况 下 的 求解 可 参 
见 821 习题 5. 

习题 3 设 有 一 平面 摆 , 其 悬挂 点 : 

a. 沿 着 竖 直 圆 以 定常 圆 频 率 7 运动 (图 o3)， 

b. 按 规 律 acos ”yt 在 摆 的 运动 平面 内 水 平 振动 ， 

c. 按 规律 acos 让 竖 直 振动 . 

解 : 以 摆 为 系统 , 其 自由 度 为 1. 取 摆 线 与 竖 直 方向 夹 角 yp 为 广义 坐 
标 , 建立 如 图 03 所 示 坐 标 系 . 取 yy= 二 0 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 . 

a. 用 广义 坐标 表示 的 质点 m 的 坐标 , 即 坐 标 变换 关系 为 





Acos(wt + a). (8) 


T=acosyti+lsinp, Y= ~—asinyt+leosy. 
相应 有 
T=—aysnyt+ilpcosyp, Y= —aycosyt— lpsiny. 
系统 的 动能 
1 1 
T= 本 (人 十 访 ) = am(oY + L292)+mlaypsin(p — 7t). 
系统 的 势能 
U=—mgy= —mg(—asinyt+ lcosw). 

由 世 = 人 一 D, 系 统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 

往年 3ma2n2 + L222)+mlaypsin(p — Yt) + mg(—asinyt + lcosw). 
这 里 由 拉 格 朗 上 日 函数 的 不 唯一 性 可 以 将 上 述 友 中 的 某 些 项 略 去 而 不 改变 
系统 的 动力 学 微分 方程 . 

1 2 鼠 党 
0) 5ma ”是 常数 , 可 以 略 去 . 


mga 


cosyt 对 时 间 的 全 导数 , 可 以 略 去 . 





(i) 一 mgasinYt 可 视 为 
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d 
(ii) sin(p — 7409 = 一 等 cos(p 一 7) 二 Ysin(p 一 询 , 其 中 一 下 coste 一 1 
是 关于 时 间 的 全 导数 , 可 以 略 去 ,所 以 psin(p 一 yt) 可 用 ysin(e 一 yt) 代替 . 
经 过 上 述 处 理 并 整理 , 得 到 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 
= 本 + mlay? sin(w — 7t) 十 709lcos wy. 


由 工 的 表示 式 , 可 得 


Uh 
55 7 
Ob = mlay? cos(wp — 7t) — mglsin y. 
Ow 
i zs 过 797 oL i -i 
代入 yp 相应 的 拉 格 朗 日 方程 地 本 le hd Ani 


程 为 
ml2$ — mlay? cos(p — Yt) + mglsiny = 0. 
b. 用 广义 坐标 表示 的 质点 mn 的 坐标 为 
T=acosyt+i+ilsinp, y= lcosy. 
相应 地 对 时 间 的 导数 为 
T= —aysinyt+i+lypcosp, Y= —lysiny. 
系统 的 动能 为 


1 1 
了 一 本 (人 十 人 ) = 5m(o sin2 yt + L222 — 2layp sin yt cos oO). 


系统 的 势能 为 
U=—mgy = —mgleosy. 
由 工 = 了 一 U, 得 拉 格 朗 日 函数 为 


1 
= zm(a TY sin2 yt + L222) — mlaypsin yt cosy + mglcosy. 


这 里 由 拉 格 朗 上 日 函数 的 不 唯一 性 , 可 以 去 掉 某 些 项 . 
人 52 sin2 yt = Ima — Sma?y [sin(27)], 其 中 第 一 部 分 是 常数 ， 
第 二 部 分 是 对 时 间 的 全 导数 , 故 均 可 以 略 去 ， 
(ii) psin ytcosw = Gin ytsing)—Ycosytsiny, 而 (Gin ytsingp) 是 关于 
时 间 的 全 导数 , 可 以 略 去 , 所 以 psinytcosp ~ 一 ycosYtsinw. 
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略 去 对 时 间 的 全 导数 项 和 常数 项 后 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
帮 三 sm + mlay? cosytsinwy + mglcosw. 


由 工 的 表示 式 , 可 得 


= ml2y, 





A 


oL 2 局 
ba mlay” cosyt cosw — mglsin wy. 
OP 


代入 相应 的 拉 格 妥 日 方程 二 ( 二 0, 可 得 系统 的 动力 学 微分 


程 为 


ON oOL 
Op Op 
ml2g$ — mlay? cosytcosp + mglsinw = 0. 
注 : 该 题 在 特定 条 件 下 的 求解 参见 830 习题 2. 
c. 用 广义 坐标 表示 的 质点 坐标 为 
人 二 1/Sinw，2% 三 Qcos?tE 十 /1Ccos， 
1 1 六 2 :2 ， 。 
We- mt 十 yy ) = 二 mta 7 Sin yt+i+ lp +2layypsinytsiny). 
系统 的 势能 为 
U = —mgy= —mg(acosyt++lcosy). 
由 荆 = 了 了 一口 ,得 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


五 三 本 mo sin2 ?十 1202) 十 mlaypsinytsinp + mgla(cosyt + Leosw). 


类 似 于 5b 中 的 处 理 过 程 ， Fma? ?2 sin? yt 项 项 可 略 去 ， 而 mglacos”yt 一 2 号 
(sin yb 也 可 略 去 . 又 因为 0sin7ytsino = (sin ytcoswp) + Yecosytcosp, 则 
psinytsinyp 可 用 ycosytcosy 代替 . 在 略 去 常数 项 和 对 时 间 的 全 导数 项 后 ， 


系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
1 12 :2 2 
累 :对 a p+ mlay’ cosytcosy+t mglceosw. 
由 工 的 表示 式 , 可 得 


OL 
— = ml2y, 


Op 


22 第 一 章 运动 方程 


-一 = 一 mlamy cosytsino — mglsiny. 

Op 
= a OL oL J A 
代入 只 相应 的 拉 格 关 日 方程 下 Bp -一 和 节 统 的 动 为 守 艇 分 匣 


程 为 
ml2g$ + mlay? cosytsing + mglsing = 0. 

注 : 该 题 的 求解 参见 827 习题 3 以 及 830 习题 1. 

习题 4 在 图 04 所 示 的 力学 系统 中 , 质点 mo 沿 着 坚 直 轴 运 动 , 整个 系 
统 以 常 角 速度 1 绕 该 轴 转 动 . 

解 : 取 所 有 质点 以 及 连 线 为 系统 ,系统 的 自由 度 为 1. 设 线段 a 与 竖 直 
方向 夹 角 为 0. 取 0 为 广义 坐标 , 4 点 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 . 以 A 
为 原点 建立 直角 坐标 系 , 以 竖 直 向 上 为 由 轴 正 方向 . 

设 系 统 绕 紧 直 轴 转动 的 角度 为 p, 则 有 = 0. 每 个 质点 mi 的 微小 位 
移 可 以 分 为 两 部 分 , 即 绕 坚 直 转轴 转动 的 位 移 asinbgdp 和 绕 与 坚 直 转 轴 垂 
直 的 水 平 轴 的 转动 位 移 adb. 这 两 个 位 移 的 方向 相互 重 直 , 于 是 有 位 移 的 
大 小 为 

di = a2d02 + a? sin2 0 dy?. 
相应 地 , 速度 大 小 为 
2 
v2 一 (时 一 a202 +a2022sin20 一 a202 + a?2 12 sin? 6. 
质点 ma 到 A 点 的 距离 为 2acos0, 因此 有 
dls = —2asin0d0， v2 = 二 一 2ab0sin 0. 
系统 的 动能 为 

儿 宇 电 (Bm) 十 ma = mi(a20? + a? (2 sin? 0) + 2m2a?0? sin? 0. 

以 上 是 通过 几何 位 形 确定 各 质点 的 动能 和 广义 坐标 以 及 广义 位 移 之 
间 的 关系 的 ,下 面 用 常规 的 坐标 变换 方法 求 动能 的 表示 式 . 

左边 的 m1 坐标 为 

Z11 = —asinb, Wil 三 一 Qcos0. 


右边 的 mi 坐标 为 


Zl12 一 QSsin0， Wi2 三 一 0cos0. 
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mi 的 动能 和 势能 分 别 为 
1 E 1 
T= 3 (1 十 区 + ji + V2) 十 2 x 3m1(an sinb)? 
= mia?(0? + (2 sin? 0), 
Ui = migyi + migyi2 = —2m1iga cos0. 
m2 的 坐标 为 


Z2 一 0，W 王 一 2acos0. 


1 . 
了 5 一 572 多 = 2m2a20? sin? 9, 


U2 = 7020V2 = —2m2ga cos 0. 
系统 的 动能 为 
T=T + = (mit+t2me2 sin2 0)a202 + mia? {22 sin2 0. 


U=U+U = -2(m1 + m2)gacosd. 


系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T—U= (mi t+t2m, sin? 0)a20? 十 mia?022 sin20 十 2ga(mi + m2) cosb. 


根据 工 的 表示 式 , 可 得 


0L 5 
—— = 2(m1 十 2m2sin20)a20， 
a (m1 2 ) 
oL 。 
而 = 4m2a?0? singcosb 十 2mla2022singcosb — 2ga(mi + m2) sin0. 
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代入 相应 的 拉 格 朗 日 方程 人 ( 吉 ) _ OL -0 可 得 系统 的 动力 学 微分 方 


dt\ 906) % 


程 为 


(m1 + 2m2 sin? 0)a20 + (2m20? 一 mi022)a2sinbgcosg 十 ga(mal + m2)sing = 0. 


第 二 章 


吾 定 律 


1 


[加 


由 


» 


本 章 从 时 间 和 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 导出 了 系统 通常 的 动量 、 角 
动量 和 机 械 能 三 个 守恒 定律 (或 称 运 动 积分 ). 这 里 针对 的 主要 是 封闭 系统 
或 处 于 均匀 外 场 中 的 系统 , 涉及 三 个 相互 关联 的 方面 : 变换 , 不 变性 ( 拉 格 
朗 日 函数 以 及 拉 格 朗 日 方程 在 变换 下 的 不 变性 ) 和 守恒 量 . 具体 而 言 , 动 
量 守恒 与 空间 的 均匀 性 以 及 在 平移 变换 下 的 不 变性 相 联 系 , 角 动 量 守恒 与 
空间 的 各 向 同性 以 及 在 转动 变换 下 的 不 变性 相 联系 , 而 机 械 能 守恒 与 时 间 
的 均匀 性 , 即 在 时 间 平 移 下 的 不 变性 联系 . 牛顿 第 三 定律 、 动 量 和 角 动 量 
沿 某 方向 的 分 量 守 恒 作 为 上 述 三 个 运动 积分 的 推论 . 


86 能 量 
86.1 内 容 提 要 


在 运动 过 程 中 , 变量 oi, 4i(i = 1,2,… ,s) 的 某 些 函 数 如果 不 随时 间 变 
化 , 则 称 其 为 运动 积分 . 对 于 s 个 自由 度 的 封闭 力学 系统 , 独立 的 运动 积分 
的 个 数 最 多 为 2s - 1. 运动 积分 的 值 完 全 由 初始 条 件 确定 . 
因为 时 间 具 有 均匀 性 , 对 于 封闭 系统 , 它 的 拉 格 朗 日 函数 在 时 间 平 移 
变换 下 不 变 , 即 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 t, 则 系统 的 能 量 EE 是 运动 积 
其 定义 为 


. OL 
i (06.1) 


对 于 完整 有 势 系 统 , =7T(g,9) 一 U(g). 在 T(g,9) 是 广义 速度 6; 的 二 次 齐 次 


函数 时 , 能 量 马 的 具体 形式 为 
E=T(g,9)+U(g)= Smat + U(r1,T72,.…). (06.3) 


在 该 情况 下 , 5 实际 表示 系统 的 机 械 能 . 
86.2 内容 补充 


1. 运动 积 

在 文中 谈 到 , 对 于 s 个 自由 度 的 系统 , 独立 的 运动 积分 数 为 2s 一 1 个. 
但 是 又 提 到 , “并 不 是 所 有 的 运动 积分 在 力学 中 有 相同 的 重要 性 ”. 在 哈密 
顿 力 学 中 , 又 有 所 谓 的 刘 维 尔 @ 定 理 ( 见 第 七 章 $42 内 容 补充 3), 它 表明 只 
要 有 s 个 相互 独立 并 相互 对 合 的 运动 积分 , 则 系统 就 是 可 积 的 . 那么 这 些 
说 法 之 间 的 关系 如 何 ? 

先 考虑 2s 一 1 个 运动 积分 与 系统 运动 的 关系 问题 . 2s 一 1 个 运动 积 4 
可 以 表示 为 


Ga 一 Ca(gi 7 全 ;G5 t), 镁 二 lds :(23 = 1): 


如 果 在 广义 坐标 g; 和 广义 速度 和 张 成 的 空间 ( 即 所 谓 相 空间 , 是 2s 维 的 ) 
中 来 看 运动 积分 , 则 其 中 每 一 个 均 表 示 该 空间 的 2s -1 维 子 空间 . 因为 轨 
迹 gi(t), Gi(i = 1,… ,s) 必须 同时 位 于 这 2s 一 1 个 的 2s 一 1 维 子 空间 上 ,也 
即 轨迹 位 于 这 些 子 空间 的 交集 上 . 该 交集 在 时 刻 上 是 2s 维 相 空间 中 的 一 
条 线 . 但 是 , 如 果 Ca 是 显 含 时 间 的 , 则 交集 并 不 是 相 空间 中 的 一 条 固定 的 
线 . 也 就 是 说 , 在 这 种 情况 下 轨迹 实际 上 并 不 真正 局 限于 相 空 间 的 子 空间 
上 . 这 样 的 运动 积分 就 如 文中 所 言 没 有 多 大 的 重要 性 . 

然而 , 如 果 Ca 中 的 某 一 个 或 多 个 运动 积分 , 或 者 它们 的 组 合 不 显 含 时 
间 , 即 同时 具有 守 = 0 以 及 95 =0 的 性 质 , 这 样 的 运动 积分 将 对 运动 给 
出 某 些 限制 , 有 助 于 确定 系统 的 运动 性 质 . 这 种 运动 积分 常 称 为 整体 运动 
积分 . 整体 运动 积分 通常 与 系统 的 时 空 性 质 、 力 场 的 性 质 密切 相关 . 前 者 
包含 通常 的 动量 、 角 动量 以 及 能 量 等 运动 积分 ,后 者 如 平方 反比 有 心力 场 
中 的 所 谓 的 Runge-Lenz@ 矢 量 (参见 815 以 及 852). 刘 维 尔 定理 中 所 涉及 的 
运动 积分 是 整体 运动 积分 , 它 的 数目 如 果 大 于 系统 的 自由 度 s, 则 系统 存 
在 除 时 空 相关 对 称 性 之 外 的 其 它 对 称 性 , 可 以 参见 852 的 有 关 讨 论 . 

@ Joseph Liouville, 1809 一 1882, 法 国 数学 家 . 


@ Carl David Tolmé Runge, 1856 一 1927, 德国 数学 家 , 物理 学 家 ; Wilhelm Lenz, 1888 一 
1957, 德国 物理 学 家 . 
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例题 对 于 一 维 简 谐振 子 , 其 拉 格 朗 日 函数 为 


1 证 
L= =m2z?— FM, 


2 
相应 的 运动 方程 为 
7N 计 十 mw2r 三 0 
在 初始 条 件 为 z(t = 0) = zo,j(t = 二 0) = jo 时 ,运动 方程 的 解 为 
z(t) = zo cos(wot) 十 Zo sin(wot), 
WO 


j(t) = jo cos(wot) 一 wozo sin(wot). 


由 上 述 解 可 得 ， 
Cl1 一 Zo 一 Q@cos(wot) 一 sin(wot), 
WoO 
C2 = jo = jcos(wot) 十 woz sin(wot). 
可 以 验证 ， 
dc a0 _ 
dt dt 
但 是 , 这 两 个 运动 积分 对 相 空 间 中 的 运动 没有 任何 限制 . 然而 , 它们 的 组 合 
| Gd? i\* 2 
四 2 C2YN 二 秋 站 二 
C(z;Zz) = (C1)* 十 (全 ) ZT 十 (总 ) me 


是 整体 运动 积分 , 其 中 马 是 谐振 子 的 机 械 能 . 这 个 整体 运动 积分 将 使 系统 
的 运动 局 限于 相 空 间 中 的 椭圆 上 , 这 是 相 空 间 的 一 个 子 空 间 . C 与 妃 有 关 
系 并 不 奇怪 . 因为 也 不 显 含 时 间 刀 则 瑟 本 身 就 是 运动 积分 .已 和 C' 均 不 显 
含 时 间 , 如 果 它 们 是 相互 独立 的 , 则 这 两 个 运动 积分 将 会 使 得 运动 局 限 在 
相 空间 中 的 一 个 确定 点 , 即 没有 运动 , 这 显然 与 实际 情况 相 了 矛盾 . 因此 ,一 
个 自由 度 系 统 , 如 果 工 不 显 含 时 间 , 则 能 量 马 是 唯一 的 非 平 凡 运 动 积 分 . 

2. 动能 表示 式 与 齐 次 函数 

设 坐标 变换 式 不 显 含 时 间 , re = 7a(g), 即 Se =0, 则 


于 是 
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N 
式 中 的 oj = ma:， 就 是 式 (o5.5) 动能 项 的 系数 , 在 85 中 是 通过 
a=1 , 


笛 卡 儿 坐 标 与 广义 坐标 之 间 的 关系 表示 的 . 可 以 看 出 工 是 广义 速度 的 二 
次 齐 次 多 项 式 . 

一 般 地 , 所 谓 m 次 齐 次 多 项 式 是 指 该 多 项 式 的 各 项 中 的 各 变量 的 震 
次 之 和 是 相等 的 , 均 为 m， 对 于 变量 zi z2,…, zn 的 m 次 齐 次 多 项 式 
f(zi.z2,.… ,zn), 它 具 有 这 样 的 性 质 : 

f(Awi Na ss Mv) = A f (mis va, Vi) (6.1) 
这 里 入 为 任意 常数 . 
3. 欧 拉 齐 次 函数 定理 
对 于 mm 次 齐 次 函数 人 ee 


> 


证 明 : 利用 齐 次 函数 的 性 质 (6.1), 两 边 同 时 对 入 求 导 , 有 











齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 得 证 . 
4. 齐 次 函数 与 能 量 表 示 式 (06.2) 
因为 势能 U = U(g) 与 广义 速度 无 关 , 即 让 =0, 于 是 有 


aT 凶 并 














Og Og 86 Og Og 
再 考虑 到 人 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 , 则 根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 可 得 
结果 
Da = = 


入 不 用 了 定理 而 直 反 汪 让 
up 5 5 Ora Ora. 
= i + 2 Bq 5 


02 一 1 1 一 











本 
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于 是 
Ora Dre 和 


a=1 i=1 j=1 
i (o6.1) 即 可 得 (o6.2), 也 即 在 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 
次 函数 的 情况 下 , 系统 的 能 量 就 是 系统 的 机 械 能 . 

5. 能 量 及 的 一 般 表 示 式 

如 果 系 统 受 到 的 是 定常 约束 , 则 可 以 使 坐标 变换 式 不 显 含 时 间 t. 但 
是 如 果 约 束 不 是 定常 的 , 或 者 即使 是 定常 的 , 但 没有 刻意 地 选 定 广义 坐标 ， 
则 坐标 变换 式 是 含 时 的 . 当 坐 标 变换 式 显 含 时 间 时 , 即 re = ra(d, 轨 , 则 该 
情况 下 五 的 表示 式 将 不 是 (o6.3). 此 时 , 有 














Og; Ot 
于 是 
N N 
l Dro Ora Dr。 Dr。 
了 三 方 aa = a 1 一 一 - 
和 2 (Di 各 + 叙 ) (和 | 
N 5 S N 5s N 
1 Ora Ora,. Ora Ora. 1 Dr。 Or 
Fs 3 2 Ba te Bg 本 qi * mo 
=T2) 4+TY TO) 
其 中 


ry rp 
ro -im ed = ody 


a=1 i=1 7=1 %I=1 


TW Dh 


a=1 i=1 


N 
让 Or, Or 
(0) 一 志 六 
= 2 Dm Ot 








分 别 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 , 一 次 齐 次 式 和 零 次 齐 次 式 . 式 中 的 ai; = 


N 
六 mw 和. 人。 就 是 式 (05.5) 中 动能 项 的 系数 根据 欧 拉 章 次 酚 数 定理 , 有 





a=1 


oL 
ji = 2T(2 TO 
2 
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于 是 , 有 





这 样 的 互 具 有 能 量 的 量 纲 , 但 不 是 系统 的 机 械 能 , 常常 将 其 称 为 广义 能 量 . 
86.3 补充 习题 

习题 1 85 习题 1. 

解 : 系统 的 动能 为 


, 1 , Po 
T= =(m +m2)Bp 十 3™2 [3p2 + 2ll2p182 cos(pl — p2)] ， 


3( 
它 是 广义 速度 pI 和 yo 的 二 次 齐 次 式 . 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
出 1 2 .2 0 
L =3 (m1 二 m2)l2g2 十 2 [293 + 2ll2p1P2 cos(p1 一 92)] 十 
(m1 + m2)gli cos pl 十 02912 cos 2. 


它 不 显 含 时 间 , 于 是 有 能 量 守恒 , 即 


1 1 ee 
E=T+U= 3(m1 二 m2)lfp? 十 D2 [223 + 2ll2p1p2 cos(p1 — pa)] 一 
(m1 + m2)gli cos pi — m2gl2 cos 2, 


也 即 系统 的 机 械 能 守恒 . 
习题 2 85 习题 2. 
解 : 系统 的 动能 


T= 3 (mi + ma)d? 十 amna 人 1262 十 217o% cos %)， 
是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 . 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
五 = 二 3 (mi 二 mo)i 十 3ma(B2g2 十 212Zo2 cos p) + mo2gl cosw. 
是 不 显 含 时 间 的 , 故 有 能 量 守恒 , 即 
E=T+U= (ma 二 m2) 十 sma(lp + 2lip cos oO) — m2glcos wy, 


即 系统 的 机 械 能 守恒 
讨论 : 如 果 M1 活水 平 直线 作 速 度 20 的 匀速 直线 运 动 ， Bp = vo, 则 系 
统 的 动能 为 


1 1 
T= 5m 十 m2) 如 十 am2(Dp + 2lvoy cos %). 
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此 时 ,动能 包含 广义 速度 的 二 次 、 一 次 和 零 次 齐 次 项 , 即 有 
1 . 
TI = 3m2l? 2 
太一 m2lvop COS yp, 
全 (9) = 3(m 二 + m2)ve. 
对 应 的 拉 格 朗 上 日 函数 仍然 是 不 显 含 时 间 的 , 故 有 广义 能 量 守恒 
E=T2)_ T0400= 3mal? 2 3(m 十 m2)v? — m2gl cos wy. 


此 时 万 不 是 系统 的 机 械 能 , 机 械 能 是 不 守恒 的 . 在 这 种 情况 下 , mi 匀速 运 
动 是 一 种 完整 约束 , 相应 地 有 约束 力 , 即 有 外 力作 用 , 该 力也 将 对 系统 作 功 ， 
由 此 系统 的 机 械 能 不 守恒 . 

习题 3 85 习题 3. 

解 : a. 系统 的 动能 


有 二 sm(ay? 十 12022) + mlayp sin(y — ~t). 
动能 包含 广义 速度 的 二 次 ,一 次 和 零 次 齐 次 项 , 即 有 
10 ln 


TO = mlayp sin(y — ~t), 


T(0) = ee 
略 去 对 时 间 的 全 导数 项 和 常数 项 后 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


上 
B= aml + mlay? sin(o — ~t) + mglcos wy. 





它 是 显 含 时 间 的 , 因此 系统 的 能 量 马 不 是 运动 积分 . 利用 上 式 给 出 的 工 ,能 
量 马 的 表示 式 为 
_ ,0 ,De 2 = : 
Dy 亚 : 吝 a pp — mlay” sin(y — ~t) — mglcoswy. 


b. 系统 的 动能 为 


1 
J 3m(o sin2 yt + L2p? — 2laypsin yt cos wp). 
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动能 也 和 包含 广义 速度 的 二 次 ,一 次 和 零 次 齐 次 项 , 即 有 
T(2) 一 Sm, 
TW = —mlayy sin yt cos w， 
= sma?y? sin? yt. 
略 去 对 时 间 的 全 导数 项 和 常数 项 后 , 系统 的 拉 格 并 日 函数 为 
1 12 ,2 2 ， 
LL 二 aml 咏 + mlay’ cosytsiny + mglcoswy. 


它 是 显 含 时 间 的 , 因此 系统 的 能 量 马 不 是 运动 积分 . 利用 上 式 给 出 的 工 ,能 
量 瑟 的 表示 式 为 


oOL 1 
五 三 p55 = 3ml mlay? cos yt sinw — mgl cos wy. 





c. 系统 的 动能 
T = Fm(ay? sin? yt + lp? + 2laypsinytsinp). 
动能 包含 广义 速度 的 二 次 , 一 次 和 零 次 齐 次 项 , 即 有 
T® = Sml?p?, 
TD = mlayy sin yt sin y, 
T'0) = 3ma’y? sin2 yt. 
略 去 对 时 间 的 全 导数 项 和 常数 项 后 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 ， 
六 三 3m Pp” + mlay? cosytcosw + mglcoswy. 


它 是 显 含 时 间 的 , 因此 系统 的 能 量 马 不 是 运动 积分 . 利用 上 式 给 出 的 工 , 能 
量 马 的 表示 式 为 
DE We 帮 三 2 mlay? cos yt cosw — mgl cosw. 





一 5 2 

说 明 : 在 上 述 三 种 情况 中 , 质点 的 坐标 z,y 与 广义 坐标 之 间 的 关系 即 
坐标 变换 关系 是 与 时 间 有 关 的 , 因此 用 广义 坐标 和 广义 速度 表示 的 系统 的 
动能 也 就 显 含 时 间 . 

习题 4 85 习题 4 
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解 : 系统 的 动能 
= (mi 十 2ma sin20)a202 + mia? 2? sin? 0. 
包含 广义 速度 的 二 次 和 零 次 齐 次 项 , 即 
人) = (m1 十 2m2 sin? 0)a?02, T(0) = ma 12 sin2 0. 
系统 的 势能 
U = —2(mi 十 m2)ga cos0. 
系统 的 拉 格 朗 目 函数 为 
= (mi + 2m2 sin? ba202 + mia?022 sin20 十 29a(721 + m2) cosb. 
它 是 不 显 含 时 间 的 , 故 有 能 量 守 恒 , 即 
B= Er To 
DO 
= (mi + 2m2 sin? 0)a202 一 mid2022sin20 一 2ga(mi 十 m2) cos 0， 
也 即 系 统 的 广义 能 量 守恒 , 但 机 械 能 全 十 U 是 不 守恒 的 . 实际 上 , 系统 绕 竖 
直 轴 以 8 转动 是 外 力作 用 的 结果 , 该 外 力 对 系统 作 功 . 
87 动量 
87.1 ”内容 提要 


对 于 封闭 的 力学 系统 , 如 果 系 统 具有 平移 不 变性 (这 是 与 空间 的 均匀 
性 相关 的 ), 即 系统 的 拉 格 朗 日 函数 相对 于 平移 变换 具有 不 变性 , 则 系统 的 
动量 是 守恒 的 , 即 它 是 运动 积分 . 





系统 的 动量 定义 为 
P= ee (07.2) 
当 拉 格 朗 日 函数 具有 (o5.1) 的 形式 , 则 系统 的 动量 为 
P= Ymava, (07.3) 


用 广义 坐标 描述 系统 时 , 定义 广义 动量 为 


Di = go (07.5) 


2 
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广义 动量 包含 了 通常 的 动量 和 角 动 量 等 . 广义 力 定 义 为 


二 (o7.6) 
Og: 
广义 力 包 含 了 通常 的 力 和 力矩 等 . 
87.2 ”内 容 补充 
1; 广汉 为 
通常 力学 教材 中 的 广义 力 的 表示 式 为 
= 了 (7.1) 


该 表示 式 来 源 于 将 作用 于 系统 的 力 的 虚 功 用 广义 坐标 表示 的 形式 , 妈 
BW = DF 6ra = Dn 5 Qi50 


其 中 第 二 个 等 号 利用 了 坐标 变换 关系 re = rs(g,t). 这 里 的 Qi 是 不 同 于 文 
中 的 所 谓 广 义 力 F; 的 . 
如 果 所 有 五, 均 为 有 势力 , 即 ,= 一 VsU, 则 有 


Ora Ora OU 
= ge EC 





因为 KL=T-U, 而 TT 通常 也 与 gg 有 关 , 则 


oL 97 OU 07 
i i Bo OF 


有 的 书 中 将 这 里 的 五 称 为 拉 格 朗 日 力 , 而 名- 称 为 项 力 (pseudoforee), 它 形 
式 上 包含 通常 所 说 的 惯性 力 
2. 广义 动量 的 不 唯一 性 
在 狐 中 我 们 知道 , 相差 广义 坐标 4 和 时 间 + 的 某 一 函数 f(g,) 对 时 间 
的 全 微分 的 两 个 拉 格 朗 日 函数 有 相同 的 动力 学 微分 方程, 即 如 果 
Lg) = L(g, ) + f(gt), 


则 由 工 和 通过 拉 格 朗 日 方程 可 得 到 相同 的 微分 方程 . 而 根据 广义 动量 
的 定义 (07.5), 则 相应 于 L' 有 


A -让 
(0 =r+ + 对 - = Pit go 
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即 系统 的 广义 动量 也 是 不 唯一 的 . 

3. 动量 定理 

当 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 (05.1) 时 , 如 果 用 径 矢 ro 的 笛 卡 儿 分 量 坐 
标 作为 广义 坐标 , 则 (o5.1) 中 动能 项 的 系数 ma 与 ra 无 关 , 此 时 有 











oL 
B= Be = mad 
它 是 第 a 个 质点 的 动量 , 而 
oL | OU a 
Ora Ora 


是 作用 在 第 a 个 质点 上 的 力 本 . 于 是 , 由 拉 格 朗 日 方程 可 得 
d 
这 就 是 通常 所 说 的 动量 定理 . 
但 是 , 需要 强调 指出 的 是 , 当 系 统 受 到 约束 时 , 径 矢 的 分 量 并 不 是 完全 
独立 的 ,也 即 它们 并 不 一 定 可 以 选 为 广义 坐标 .在 这 种 一 般 的 情况 下 , (o5.1) 


中 动能 项 的 系数 m。 通常 与 广义 坐标 有 关 ， 5 是 前 述 的 拉 格 朗 日 力 . 
87.3 “习题 解答 


习题 1 质量 为 m 的 质点 以 速度 wv 从 一 个 势能 为 常数 太 的 半空 间 运 
动 到 另 一 个 势能 为 常数 Uo 的 半空 间 , 求 质点 运动 方向 的 改变 . 

解 : 根据 力 与 势 函 数 的 关系 下 = --VU 可 知 , 质点 仅 在 穿越 分 界面 时 
才 受 到 重 直 于 分 界面 方向 的 作用 力 , 因为 在 该 方向 上 有 势 函 数 的 变化 , 而 
在 平行 于 分 界面 方向 上 不 受 力 . 于 是 , 根据 动量 定理 质点 在 穿越 分 界面 前 
后 其 平行 于 分 界面 方向 的 动量 分 量 是 守恒 的 , 即 有 


VT sin O01 一 V2 sin 02， (1) 


其 中 01,02 分 别 为 v1 和 ua 与 分 界面 的 法 线 方向 之 间 的 夹 角 (参见 图 2.1). 
又 根据 机 械 能 守恒 定律 , 有 

1 1 

3mut + Ui = 本 mo2 + U2, (2) 
这 给 出 V1 和 Us 之 间 的 关系 ， 


vo 2 
=/1+—s(U = Ua). : 
i (= 居 ) (3) 
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由 (1) 和 (3) 可 得 





图 2.1 


注意 , 要 保证 结果 有 物理 意义 , 则 要 求 有 
2 


1 十 





[> 宛 
mv? (Ui U2) 0 


即 质 点 的 机 械 能 应 满足 条 件 


1 
E 一 本 7 十 Ui 之 Us, 


也 即 仅 当 万 大 于 Us 时 , 质点 才能 运动 到 势能 为 Uo 的 半空 间 中 (参见 图 
2.1). 这 是 经 典 力学 中 运动 的 特点 . 在 量子 力学 中 , 即使 已 < Uo, 质点 也 有 
可 能 运动 到 势能 为 Uo 的 半空 间 中 , 这 就 是 所 谓 的 隧道 效应 . 

习题 2 [补充 ] 85 习题 2. 

解 : 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 1 
L= 3 (m1 十 mz) 人 2 十 3m2(D 9 + 2lzy cos w) + m2glcoswy, 
则 相应 于 xz 的 广义 动量 为 


oL ; 
Pe BE = (ml m2)t + mo2ly cosy. 
它 即 是 系统 沿 水 平方 向 的 动量 分 量 , 是 质点 mi 的 动量 mi 与 杆 的 质心 动 
量 的 工分 量 ms? 人 十 molpPcosp 之 和 . 相应 于 yp 的 广义 动量 为 


oL 
pe = 现 = m2(L2y + li cos Pp). 
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它 是 系统 相对 于 mi 所 在 点 的 角 动 量 , 其 中 mmol?2w 为 m2 相对 于 mi 转动 的 
角 动 量 , m2l 交 cosy 为 m2 随 mi 沿 z 方 向 平 动 而 相对 于 ni 的 角 动 量 . 


所 谓 的 广义 力 为 
oL 


a LZ2Sin oo 一 lsin 
2 pep 2 了 0 只 一 77229 P: 
已 中 的 第 二 项 -moglsiny 是 mo 所 受 重 力 相 对 于 mi 的 力矩 , 即 为 Qs = 
OU 第 


-i 这 里 UU 二 一 mzglcosy 为 mz 的 重力 势能 ,也 是 系统 的 势能 一 项 
一 m2lZzpsinyp 形式 上 是 科 里 奥 利 下 惯性 力 的 力 抵 . 科 里 奥 利 惯 性 力 为 2m(w x 
人 2) (参见 839), 将 富 与 vv 对 应 ,由 与 2 对 应 , 则 在 该 情况 下 vx 的 方向 将 
过 mz 竖 直 向 下 , 于 是 该 力 相 对 于 mi 的 力 托 就 具有 -mealzpsinp 这 样 的 形 
式 . 当然 , 这 里 没有 非 惯 性 参考 系 ,更 没有 以 角速度 2 转动 的 非 惯 性 参考 
系 ,人 也 不 是 相对 于 非 惯 性 系 的 速度 , 因此 不 会 出 现 所 谓 的 科 里 奥 利 惯性 
力 , 无 非 就 是 形式 上 的 相似 性 而 已 . 
习题 3 [补充 | 85 习题 3. 
a. 按照 定义 求 出 的 系统 的 拉 格 朗 目 函数 为 


1 
也 = am(aYy 十 12022) + mlaypsin(g — Yt) + mg(~asinyt + lcoswy). 
加 
在 忽略 常数 项 二 ma2 72 以 及 可 以 表示 为 函数 六 即 


Jp 月 = DE oos — mlayceos(p —%), 
对 时 间 的 全 微分 项 后 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
= sm + mlay? sin(p — ~t) + mgl coswy. 


五 和 二 相应 的 与 广义 坐标 对 应 的 广义 动量 分 别 为 


和 
» BE of 
Pe = Be = ml’Y+ mlaysin(p = pet Bs: 
b. 按照 定义 求 出 的 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
1 


B= (QT sin2 yt + 292) — mlayp sinyt cosw + mglcosw. 


@ Gustave Coriolis, 1792 一 1843, 法 国 数学 家 , 机 械 工 程 师 . 
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同样, 在 忽略 常数 项 -ma232 以 及 可 以 表示 为 函数 广 即 
f(w,t) = sma?y sin(27yt) 一 mlay sin yt sin y, 
对 时 间 的 全 微分 项 后 , 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
L= sm + mlay? cosytsinw + mglcosw. 
工 和 LL' 相应 的 与 广义 坐标 yp 对 应 的 广义 动量 分 别 为 


Dp = 28 172120， 





和 和 
人 sin ytcosw = pw 十 一 
Py = Op = Pp YSInY % 王 Dop ap: 

88 质心 

88.1 内 容 概 要 


如 果 系 统 的 总 动量 相对 于 某 参 考 系 总 是 等 于 零 , 这 样 的 参考 系 称 为 质 
心 参考 系 (简称 质心 系 ). 质心 参考 系 相 对 于 惯性 参考 系 的 速度 为 


V 





人 i (08.2) 
a 

其 中 wa 为 系统 中 各 质点 相对 于 同一 惯性 参考 系 的 速度 . 速度 了 也 是 系统 

整体 运动 的 速度 . 径 矢 为 BR 的 点 ， 


>》 mara 
i 
如 果 其 对 时 间 的 导数 等 于 VV, 即 了 = RR, 这 个 点 称 为 系统 的 质心 . 


质心 系 中 力学 系统 的 能 量 称 为 内 能 Eint, 它 包括 系统 内 质点 的 相对 运 
动 动能 和 相互 作用 势能 . 以 速度 Y 作 整 体 运 动 的 系统 的 能 量 可 以 写成 





R (08.3) 


| 
玉 三 AT 十 Eint, (08.4) 


其 中 j= 》 mo 为 系统 的 总 质量 
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88.2 内容 补充 


1. 公式 (08.4) 与 柯 尼 希 定理 

公式 (o8.4) 包含 了 通常 教材 中 所 说 的 柯 尼 希 @ 定 理 . 柯 尼 希 定理 表示 
系统 的 动能 等 于 质心 的 动能 uV?/2 ( 即 系统 整体 运动 的 动能 ) 与 相对 于 质 
心 运动 的 动能 7' = 也 mwl? 之 和 , 即 


1 2 1 /2 
= a4V + me (8.1) 


其 中 VV= 及 为 系统 质心 的 速度 , v' 为 系统 中 各 质点 相对 于 质心 系 的 速度 . 
这 一 结论 从 证 明 公 式 (o8.4) 的 过 程 中 可 以 看 出 .《 力 学 》 在 832 中 讨论 刚体 
动能 的 计算 时 又 给 出 了 柯 尼 希 定理 在 刚体 问题 中 的 具体 表示 形式 ( 见 公 
式 (032.1) 和 (032.3)). 注意 到 刚体 是 特殊 的 质点 系统 , 有 这 样 的 结果 是 自然 
的 . 柯 尼 希 定理 的 重要 性 在 于 , 可 以 将 系统 的 整体 运动 的 动能 与 其 它 运动 
的 动能 分 离开 来 , 由 此 也 表明 质心 系 的 特殊 性 . 对 于 角 动 量 也 有 类 似 的 特 
点 , 即 可 分 为 整体 运动 的 角 动 量 和 相对 于 质心 的 角 动 量 ( 见 公 式 (o9.6)). 


将 了 5 ma 与 系统 内 质点 的 相互 作用 势能 U 合 起 来 就 是 《力学 》 中 
所 谓 的 内 能 , 即 Bi = 了 5 mo? +U. 但 是 , 要 注意 的 是 , 这 里 实际 上 假定 


系统 的 相互 作用 势能 与 参考 系 无 关 , 也 就 是 说 一 般 它 仅 与 质点 之 间 的 相对 
位 置 re -rs 有 关 (也 可 以 依赖 于 时 间 六 , 即 UV = U(ra 一 ro 加 . 

如 果 系 统 是 孤立 的 , 则 (o8.4) 给 出 的 已 就 是 这 个 系统 的 能 量 . 

另外 要 注意 的 是 , 这 里 的 内 能 概念 与 热力 学 中 的 内 能 概念 是 有 所 不 同 
的 . 在 力学 中 通常 不 涉及 与 热能 有 关 的 能 量 , 而 在 热力 学 中 热能 等 也 是 内 
能 的 一 部 分 . 

2. 质心 参考 系 

引入 质心 后 , 我 们 看 到 系统 的 整体 运动 可 以 等 效 为 质心 的 运动 . 

在 通常 教材 中 , 质心 参考 系 定义 为 相对 于 惯性 参考 系 以 质心 速度 平 动 
的 参考 系 . 由 此 相对 于 质心 参考 系 , 系统 的 总 动量 等 于 零 . 这 与 《力学 》 中 
的 定义 方式 不 同 , 这 里 是 将 系统 的 总 动量 等 于 零 作 为 质心 参考 系 的 基本 特 
征 的 , 强调 了 该 参考 系 是 与 特定 的 动力 学 行为 相 联 系 的 , 因而 具有 一 定 的 
特殊 性 . 然而 , 这 两 种 定义 方式 是 完全 等 价 的 . 


© Johann Samuel Kénig, 1712—1757, 德国 数学 家 . 
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质心 参考 系 的 特殊 性 表现 在 多 个 方面 : ( 描述 系统 力学 性 质 的 一 些 
物理 量 (如 角 动 量 , 动能 等 ) 均 可 以 分 解 为 与 质心 有 关 的 部 分 和 相对 于 质 
心 参考 系 的 部 分 (参见 式 (8.1) 和 89 中 的 式 (o9.6)), 即 与 质心 有 关 的 部 分 可 
以 与 其 它 部 分 完全 分 离 . 这 样 , 在 质心 参考 系 中 , 与 系统 整体 运动 情况 有 关 
的 部 分 完全 不 出 现 , 仅 有 涉及 相对 运动 的 部 分 . 通常 将 与 相对 运动 有 关 的 
性 质 称 为 内 豪 性 质 , 如 内 豪 角 动量 (或 自 旋 )、 内 能 等 , 因为 这 是 与 参考 系 
无 关 的 , 是 系统 固有 的 . 在 热力 学 统计 物理 中 , 往往 主要 关注 这 样 的 相对 运 
动 ; (i) 因为 质心 相对 于 惯性 参考 系 可 以 有 加 速度 , 质心 参考 系 一 般 而 言 并 
不 是 惯性 参考 系 . 然而 , 相对 于 质心 系 , 角 动 量 定 理 和 功能 原理 等 具有 与 惯 
性 参考 系 中 完全 相同 的 形式 , 其 中 不 出 现 与 惯性 力 有 关 的 部 分 . 具体 计算 
可 以 看 出 这 一 点 . 在 质心 参考 系 中 , 每 个 质点 均 受 到 惯性 力 -ma 肪 的 作用 ， 
其 对 质心 的 力矩 为 


a ma = - (De ‘) «R09 
其 中 为 各 质点 相对 于 质心 的 径 矢 , 则 本 mar/ me 为 质心 相对 于 质 
心 的 径 矢 , 当然 等 于 零 . 惯性 力 -me 忌 对 系统 所 作 元 功 之 代数 和 为 


dW = 到 ma RR) .dr 三 三藏- (5 mr =0. 


上 述 这 两 个 性 质 是 相对 于 其 它 任 何 参 考 系 所 不 具有 的 性 质 . (让 ) 由 于 相对 
于 质心 参考 系 系统 的 总 动量 总 等 于 零 , 这 对 于 在 该 参考 系 中 处 理 碰撞 、 散 
射 等 问题 将 带 来 非常 大 的 方便 , 参阅 第 四 章 的 相关 部 分 . 


88.3 ”习题 解答 


习题 1 求 相 对 两 个 不 同 惯性 参考 系 的 作用 量 之 间 的 变换 关系 . 
解 : 根据 公式 (08.4), 系统 的 能 量 为 


于 
E=3AV + Ew=T+U. (1) 


而 相对 于 不 同 的 惯性 参考 系 , 系统 的 内 能 iwt 以 及 U ( 它 是 系统 的 相互 作 
用 势能 , 是 Bin 的 一 部 分 ) 不 变 , 则 将 上 式 代 入 公式 (08.5), 可 得 


T=T'+V.P' + ony’. (2) 
因为 拉 格 朗 日 函数 等 于 动能 了 和 势能 也 之 差 


L=T—U, (3) 


40 第 二 章 守恒 定律 


则 利用 关系 (2) 以 及 势能 U 不 随 参 考 系 而 变 的 性 质 , 有 关系 


1 
L=BiYV.P 4apV?. (4) 


t2 
考虑 哈密 顿 作 用 量 5S 的 定义 S= | Ldt ( 见 式 (02.1)) 以 及 式 (4) 中 
ti 


V.P'=jV.V', 则 将 式 (4) 两 边 对 时 间 积 分 可 得 
S=S'+hV .BR + 5hV, (5) 
其 中 RR' 是 在 参考 系 K' 中 系统 的 质心 的 径 夭 ， 
习题 2 [补充 ] 长 为 1, 质量 为 m 的 匀 质 杆 绕 其 上 端 在 竖 直 平面 内 转 
动 , 求 杆 的 动能 . 
解法 1: 积分 法 取 定 离 悬 挂 点 上 处 长 度 为 dé 的 微 元 ( 见 图 2.2), 其 加 
度 为 56, 质量 为 dm = Tdé, 则 动能 为 


dT = 3dm (#8) = = 卫 b282 dt. 


工 到 六 
211 


=- far-/ 39 医生 Toe2 de = sm 


杆 的 动能 为 





2.2 


解法 2: 利用 公式 (8.1) 杆 的 质心 绕 悬 挂 点 作 半 径 为 /2 的 圆周 运动 ， 


= smV? = gm. 
杆 相 对 于 其 质心 的 运动 是 转动 , 相应 的 动能 为 


2 
a 3 dE = Lnl2. 
_1/2 
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由 (8.1) 式 知 杆 的 动能 为 
T=T.+T’= Sm. 


与 解法 1 的 结果 相同 . 
更 多 的 例子 参见 832 的 习题 部 分 . 


89 角 动 量 
89.1 ”内容 概要 


对 于 封闭 的 力学 系统 , 如 果 它 具有 与 空间 的 各 向 同性 相关 的 转动 不 变 
性 , 即 系统 的 拉 格 朗 日 函数 相对 于 转动 变换 是 不 变 的 , 则 系统 的 角 动 量 是 
守恒 量 , 即 它 是 运动 积 

系统 的 角 动 量 定义 为 


M = 为 大 x Da. (09.3) 
a 


角 动 量 的 值 与 坐标 原点 的 选取 有 关 , 如 果 原 点 0' 相对 于 原点 O 的 位 
矢 为 a, 则 相对 于 两 个 原点 的 角 动 量 之 间 有 关系 


M=M’+axP. (09.4) 
特别 是 , 如 果 0' 位 于 系统 的 质心 , 则 a = R， 
M=M+RxP, (09.6) 


其 中 M' 是 系统 相对 于 质心 的 角 动 量 , 称 为 “内 豪 角 动量 *, R x P 则 为 将 
系统 的 质量 集中 于 质心 并 以 系统 的 整体 速度 VV 运动 时 相对 于 O 点 的 角 动 
量 , 也 称 为 “轨道 角 动 量 ” 


89.2 内容 补 充 
1. 动量 和 角 动 量 守恒 律 的 统一 处 理 
对 于 86 和 本 节 中 讨论 的 变换 与 守恒 量 之 间 的 关系 可 以 统一 考虑 . 设 
卫 = 了 00, 则 当 径 矢 和 速度 有 变化 时 , 有 
D7 0b... d 0 oL.. 
dL = 六 (天 mm 站 区 oj 一 吉 。 (二 吕 m 十 于 0 


d oL 
-5 ) 
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其 中 第 二 个 等 式 利用 了 拉 格 朗 日 方程 (o2.6), 第 三 个 等 式 考虑 到 了 等 时 变 
分 和 微分 可 交换 次 序 , 即 56 = Sg; 又 设 坐 标 变换 关系 为 

Ta 一 Ta(q1, 92， Ce Es NR 


则 有 关系 
Tas Ors Ars 
= 之 页 人 50 Od 
如 果 设 系统 的 势能 U 是 与 广义 速度 无 关 的 , 即 UV = Ul(g,t), 则 因 工 = 
TU, 有 





(9.1) 


or 67 OF ， 
Odi og ~ Og (5 Pk | 时 2 和 
一 me 全 “Tia 


其 中 利用 了 关系 (9.1), 由 此 , 有 





如 果 变 换 使 得 拉 格 朗 日 函数 不 变 , 即 8L = 0, 则 由 上 式 可 得 到 相应 于 该 变 
换 的 运动 积 
(i) 当 作 平 移 变换 时 , 有 sra = es, 其 中 es 为 任意 的 无 限 小 常 撩 量 , 则 有 


3 Tora on] 党 二 (5 mt] “ 志 二 出 


二 b> mt] 这 个 


> mnara = P= eonst. (9.2) 
a 


即 


故 有 


此 即 系统 的 动量 守恒 . 
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(ii) 当 作 转动 变换 时 , 有 6rs = sp x ra, 其 中 sp 为 任意 的 无 限 小 角 位 
移 , 则 有 


d . 
5 b> mara an maTa: (5% x 加 = madp (Fo x Pa) 








d 、 ” 渣 
一 6" 二 Dmolra x fo) =5p TM=0, 

有 
本 

a 
于 是 , 有 

》 mna 人 ra x mao) = M = const. (9.3) 

此 即 系统 的 角 动 量 守恒 . 


2. Noether 定理 〇 

对 称 性 与 守恒 律 之 间 的 一 般 关 系 是 所 谓 的 Noether@ 定理 , 该 定理 指 
出 , 对 于 任何 一 种 在 时 间 坐 标 连续 变换 下 系统 的 哈密 顿 作 用 量 (o2.1) 的 不 
变性 都 存在 相应 的 运动 积分 . 

设 拉 格 朗 日 函数 L(g,g,t) 描述 一 封闭 系统 . 设 无 限 小 变换 为 


tt=t+ ,cata(q(t),t), 
人 (9.4) 
qi = g++ >, cania(qg(t),t), 
a=1 
其 中 ea(a = 1,2,… ,7) 是 无 限 小 的 实 参 数 , 5&4.(g,t), mia(q;t) 是 qt 的 连续 函 
数 . 当 ea = 0 时 , t=t, ;= qi 此 时 变换 为 恒 等 变换 . 如 果 系 统 在 变换 (9.4) 
下 , 哈密 顿 作 用 量 (o2.1), 即 


t2 
s=/ L(g(t), Gl),t)at 
不 变 , 即 有 


to tz 
5=/ Zao), Det= 人 ca), dD) dat=s, (9.5) 
t1 ti 
QO N. A. Doughty, Lagrangian interaction, Addison-Wesley publishing company, Inc., 1990; 
John R. Ray, Noether’s theory in classical mechanics, Am. J. Phys., 40(1972), 493-494. 
© Amalie Emmy Noether, 1882 一 1935， 德国 数学 家 . 
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则 存在 对 应 的 运动 积分 . 注意 , 上 式 中 = d5;/dt. 下 面 我 们 具体 地 导出 相 
关 的 运动 积分 的 表示 式 . 
注意 到 方程 (9.5) 的 左边 可 以 改写 为 


/ 75 风 ,, 证 = / “Tg, HD), DT db 
则 方程 (9.5) 表明 变换 后 的 拉 格 朗 日 函数 三 和 变换 前 的 拉 格 朗 日 函数 工 之 
间 有 下 列 关 系 
L(gD), #0),D)$ = La(t), G0),t). (9.6) 
这 里 需要 说 明 的 是 , 变换 前 后 哈密 顿 作用 量 的 不 变性 并 没有 指定 L(gG), 
#0),i) 的 形式 , 即 它 现在 还 是 不 确定 的 . 当 要 求 变换 前 后 有 相同 形式 的 拉 
格 朗 日 方程 , 可 以 按 下 列 两 种 方式 指定 工 的 形式 . (i) 如 果 
区 (q, 0, = L(g, 6,t), (9.7) 
则 称 工 在 变换 (9.4) 下 具有 形式 不 变性 ; ( 如 果 
L(g td) = 人 DB 十 于 4 (9 


则 称 工 在 变换 (9.4) 下 具有 形式 协 变性 (或 称 为 准 不 变性 )， 方程 (9.8) 是 
(9.7) 的 推广 , 其 中 的 4(g,t) 是 g,t 的 连续 可 微 函 数 . 注意 , 方程 (9.8) 和 (9.7) 
等 号 左右 两 边 函 数 的 变量 相同 就 可 , 即将 它们 换 为 5(), 5(2),t 也 应 成 立 . 具 
有 性质 (9.7) 或 (9.8) 的 变换 (9.4) 称 为 系统 的 对 称 变换 , 相应 地 称 系 统 在 该 
变换 下 是 对 称 的 . 

将 式 (9.8) 代入 式 (9.6), 有 


(L500,D) + 后 AO,D) 和 = Kal a0),t) (9.9) 
由 式 wy 可 知 
dt -1+ et 
二 dgi dg; dt dmia (g(t),t) - el t) 
Wn Mi (01 )/ (+> | 


一 | 


-( + De nl, We) (Pe ote 2) 


a=1 


dma(g(t),t) _, déa(q(t),t) 
-ht Do (2 7 村 
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其 中 均 保留 到 的 一 阶 项 , 则 有 
L(g), HD),D) = 04 四 + 全 人 + | 天 区 -四 + 号 训 - 介 | 


= = L(g(t), a(t), t) 和 ot Petal q(t), t) 本 Si pe 


=] ex=1 








[CO (8 a) | 
(a0),D) = A(alD),d) + i gi) 


= A(g(t) + (g(t),t 


其 中 
Teld),t) = Déa(aD),D) + D> Be maald),t) (9.10) 


它 是 gq,t 的 函数 . 注意 到 L(9(2),5(), 丰 一 L(gq(t), 4G(t),t) 在 变换 (9.4) 下 是 一 阶 
小 量 , 则 SA((),D) 也 应 该 是 同 阶 小 量 , 因此 在 (9.9) 中 应 该 用 A4(5(2), 太 


代替 A4(5(2),D), 且 A4(z 四 涪 = pA 将 上 列 各 式 代 入 式 (9.9) 中 


保留 到 eu 的 一 阶 项 并 经 整理 可 得 





和 al) 有 2 二 [CO 


， 斧 ) 芍 
dt 


| meth ja | 


= 一 量 且 (的 ,| 

(9.11) 
方程 (9.11) 可 用 来 判断 变换 (9.4) 是 否 为 对 称 变换 . 对 于 给 定 的 工 和 变换 ， 
计算 上 式 的 左边 , 如 果 其 可 以 表示 为 某 一 函数 对 时 间 的 全 微分 , 则 变换 是 
对 称 变换 , 同时 及,(e(t,b 的 表示 式 也 就 确定 . 注意 到 


Lgl, = 和 + (总 + 中 和 
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可 将 (9.11) 改写 为 





] Qh ” 
(9.12) 
于 是 , 当 系 统 的 运动 满足 拉 格 朗 日 方程 (02.6) 时 , 则 由 上 式 知 存在 运动 
积分 


Dt- 56 于 + Léa+t Ha 


Za (gq,t) = -> Sy = ie) 于 于 二 Léa To 
三 ] 


(9.13) 
一 (@=1 Dn: 


z=1 
其 中 第 二 个 等 号 利用 了 广义 动量 的 定义 以 及 广义 能 量 函 数 的 定义 (06.1). 
考虑 几 个 特殊 情况 . Gi) 当 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 t 时 , 工 = L(g,0)， 
如 果 仅 作 时 间 平 移 变换 , 拉 格 朗 日 函数 在 此 变换 下 将 不 变 , 则 有 4 = 0. 取 
éa = 1, me = 0, (9.13) 知 , 运动 积分 为 了 = -已 即 有 广义 能 量 积分 , 与 86 
中 的 讨论 一 致 . (i 如 果 仅 有 空间 变换 , 即 6 = 0, 又 假定 在 该 变换 下 拉 格 朗 
日 函数 具有 形式 不 变性 , 即 4 =0, 则 由 (9.13) 知 , 运动 积分 为 工 = Sh 


i=1 
取 某 一 i 值 相应 的 mia = 1, 而 其 它 的 pja = 00 闫 让, 则 了 = pi, 即 广义 动量 
是 运动 积分 , 这 包括 了 87 中 的 动量 守恒 和 本 节 的 角 动 量 守恒 . 
89.3 “习题 解答 
习题 1 用 柱 坐 标 7, y,z 表示 质点 角 动 量 的 笛 卡 儿 上 坐标 分 量 以 及 角 动 
量 的 大 小 . 
解 : 令 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 为 (Zz,y,z), 则 其 速度 为 (V2). 所 以 
M=rxp=mr xv= (my zy)), mz — zz), Mm(TY — YL)). 
为 笠 卡 儿 坐 标 与 柱 坐 标 之 间 有 关系 
三 COB 二 Wn 名 
则 有 
T=rcosp—rpsing, Y=r7Tsing+t+ry cosy, 
所 以 
Mz =m(yz— zy)=ml2rsing— z(trsing+rpeosy)) 


= msingp(rz —72) — mrzy Cos 
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My=m(z£ — 7z2) = ml[z(rcosp — rpsinyg) — reosyl 


= meceosyp(zr —72) — mrzy sinwy, 
M;=m(zy — yt)= mlrecosp(rsingt+rpecosp) —rsing(rcosp — rpsing)l 
= mr2y. 


Ms 的 表示 式 可 以 比较 容易 地 理解 : jp 可 以 视 为 质点 绕 z 轴 转 动 的 角速度 ， 
则 rg 为 质点 相对 于 z 轴 的 转动 速度 , 于 是 据 角 动量 的 定义 就 可 以 得 到 质 
点 相对 于 z 轴 的 角 动 量 为 Ms 二 7(mrp) = 7nr20. 

角 动 量 M 的 大 小 为 


IM|= VM2+ M?+ M2=mVrp2(r? 十 22) + (rz — z7)?. 


习题 2 用 球 坐 标 7,0,wp 表示 质点 角 动 量 的 稀 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 角 动 
量 的 大 小 . 
解 : 因为 笛 卡 儿 坐 标 与 球 坐 标 之 间 有 关系 


z=rsinGcosyp, Y=7rsinbsing, z=7cosb, 


则 有 


之 一 7singcosp 十 rbgcosgcosp — rpsingsinwy, 
少 =7sinbgsinp 十 rbcosbgsino 十 rpsingcos p， 
Z=7c0s0 一 rbsin 0. 
类 似 于 习题 1, 可 得 
Mx = Mm(yz— zyY)=m [rsingsine ( cos0 一 rbsing) 一 


rcosO (rsingsing 十 7PSsinb0cosw 十 r6cosgsinp)] 5 


Ms = —mr? (8 cos0 sinO cosw 十 0sin 9) 有, 
同 理 , 有 
My = m(zz — 22) = mr? (6 cosm% 一 sinbcosbsin p】 


M; = Mm(zy — yt) 一 nr2psin20. 
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Ms 的 表示 式 也 可 以 比较 容易 地 得 到 理解 :9 可 以 视 为 质点 绕 z 轴 转 动 的 
角速度 , 但 质点 与 z 轴 之 间 的 距离 为 rsinb 则 质点 相对 于 z 轴 的 转动 速 
度 为 orsinb. 由 角 动 量 的 定义 可 知 , 质点 相对 于 z 轴 的 角 动 量 为 Ms = 
(rsing)(mrosin0) = mr2y sin? 0. 


角 动 量 RM 的 大 小 为 


M|= /M2+ M2+ M2= mriV0? + wp?sin? 0. 
IT y 之 a 


习题 3 在 下 列 场 中 运动 时 动量 忆 和 和 角 动 量 1M 的 哪些 分 量 守恒 ? a. 
无 限 大 均匀 平面 场 ; b. 无 限 长 均匀 圆柱 场 ; c. 无 限 长 均匀 棱柱 场 ; d. 两 个 
点 场 ; e. 无 限 大 均匀 半 平 面 场 ;f 均匀 圆锥 场 ; g. 均匀 圆 环 场 ; h. 无 限 长 均 
匀 圆 柱 形 螺旋 线 场 . 

解 : 有 外 场 且 场 有 转动 对 称 性 时 , 角 动 量 在 且 仅 在 外 场 的 对 称 轴 上 的 
投影 ( 即 沿 对 称 轴 的 分 量 ) 是 守恒 的 . 在 ab,fg 等 情况 下 外 场 有 转动 对 称 
轴 ( 设 为 z 轴 ), 所 以 有 Ms 守恒 ,而 M 的 其 余 各 个 分 量 均 不 守恒 . a 中 场 的 
转动 对 称 轴 是 垂直 于 场所 在 平面 的 任意 轴 ,b,f 中 分 别 为 圆柱 和 圆锥 的 对 
称 轴 ,g 中 则 是 通过 圆 环 中 心 重 直 于 圆 环 面 的 轴 . 在 d 中 ,如 果 设 两 个 点 位 
于 z 轴 上 ,此 时 z 轴 为 外 场 的 转动 对 称 轴 , 则 有 M。 守恒 . 注意 ,c 中 的 棱柱 
场 有 对 称 轴 , 但 该 轴 不 是 绕 其 连续 转动 的 对 称 轴 . 

从 矢量 力学 的 动量 定理 下 dp/dt 米 看 , 仅 当 质点 在 某 一 方向 上 不 受 
力 或 所 受 外 力 的 和 失 量 和 在 该 方向 的 分 量 为 零 时 , 动量 的 这 一 分 量 才 是 守恒 
的 . 而 在 拉 格 朗 日 力学 中 , 如 果 沿 某 一 方向 平移 时 系统 具有 平移 不 变性 , 则 
相应 的 动量 分 量 是 守恒 的 , 由 此 对 各 种 情况 分 别 有 下 列 结 论 . 

a: 在 28 平 面 内 的 和 1 方向 势 场 均 匀 ， 因而 沿 这 些 方向 系统 具有 平移 不 


变性 , 已 , 书 守恒 ,或 者 根据 关系 天 二 _VU 一 ( Sr 0), 在 
Oz Oy Oz 


2 方向 , 因为 U 没有 变化 , 则 有 厂 = 由 )=0, 据 动量 定理 知 相应 的 动量 分 
量 已 , 已, 是 守恒 量 . 注意 , 沿 :方向 在 越过 zy 平面 时 有 势 场 的 变化 , 即 有 


pa 沿 该 方向 系统 受 力 , 相应 的 动量 分 量 已 不 守恒 . 


b: 洛 圆柱 体 的 对 称 轴 (z 轴 ) 方向 势 场 和 系统 具有 平移 不 变性 , P, 守恒 或 
者 , 因为 在 z 方 向 势 场 均匀 ,有 SU=0, 即 忆 二 0. 故 有 已 守恒, 

c: 设 棱 边 平行 于 z 轴 , 则 沿 z 轴 方向 势 场 和 系统 具有 平移 不 变性 , P 守恒 . 
或 者 , 因为 洛 :方向 势 场 均匀 ， 也 = pr 二 0. 轴 而 已 是 守 泛 量 

e: 设 无 限 大 半 平 面 是 wy 平面 上 以 y 轴 为 界 的 左 或 右 半 平面 则 沿 y 畏 
方向 势 场 和 系统 具有 平移 不 变性 , 局 守恒 . 或 者 , 因为 沿 放 方向 势 场 均匀 ， 
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WU-0 即 F =0, 故 P) 是 守恒 量 . 但 在 了 方向 , 在 越过 3 轴 时 有 势 场 的 


变化 , 即 证 UU 关 0, 洛 沿 该 方向 系统 受 力 , 相应 的 动量 分 量 不 守恒 
对 寺中 的 六 使 质点 沿 螺 旋 线 场 的 对 称 轴 (2 轴 ) 转 过 8p, 再 沿 2 
轴 平 移 二 5 (h 为 螺 距 ) 后 , 势 场 不 变 , 相应 地 系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 不 变 ， 
oL 


,hh 
6 = 可 02+ 0p 一 【 户 训 + 放 
I = 六 + ) ay 


d ~ 
= 页 (去 i 


其 中 最 后 一 个 等 号 是 不 变性 的 要 求 . 由 于 8p 是 任意 的 , 所 以 有 守恒 量 


沪 二 + M;, = const. 
27 


习题 4 [补充 ] 88 习题 2, 求 杆 相 对 于 悬挂 点 的 角 动 量 . 
解法 1: 积分 法 取 定 离 悬 挂 点 上 处 长 度 为 df 的 微 元 ( 见 图 2.2), 其 质 
量 为 dm = Tdé. 微 元 的 速度 为 66, 方向 垂直 于 杆 指向 0 增 大 的 方向 . 微 元 
的 径 夭 沿 杆 指向 右 下 方 , 径 夭 方向 与 速度 方向 重 直 , 于 是 微 元 相对 于 悬挂 
点 的 角 动 量 的 大 小 为 
dM = dmé(é0) = The? de， 


方向 重 直 于 杆 的 摆动 平面 指向 外 . 杆 相 对 于 是 挂 点 的 角 动 量 为 


m= am = 轩 了 Te? de = ml? 6. 
0 


方向 也 是 重 直 于 杆 的 摆动 平面 指向 外 . 
解法 2: 利用 公式 (09.6) 杆 的 质心 绕 悬 挂 点 作 半 径 为 1/2 的 圆周 运 
动 , 其 速度 为 
= 3 
质心 相对 于 悬挂 点 的 角 动 量 的 大 小 为 


bn 
Me = maV 一 Im 0. 
杆 相 对 于 其 质心 的 运动 是 转动 ,相应 的 相对 于 质心 的 角 动 量 的 大 小 为 


1/2 
m=] 下 6 Oe2? dé = 地 ml26. 
一 1/2 
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M。 和 M1' 的 方向 相同 , 均 重 直 于 杆 的 摆动 平面 指向 外 . 由 (09.6) 式 知 杆 相 
对 于 基 挂 点 的 角 动 量 大 小 为 
M= Mc+M’= 3ml26. 

与 解法 1 的 结果 相同 . 
810 ”力学 相似 性 
810.1 内 容 概要 

如 果 势 函数 是 坐标 的 上 次 齐 次 函数 , 即 对 坐标 作 变换 ra 一 ar 时 , 有 


U (AQri, AT2,..., QTn) = AQ*U(r1, TT je (ol0.1) 





如 果 对 时 间 再 作 变 换 , t 一 Bt, 则 在 满足 条 件 8 = al-%2 时 , 变换 后 的 拉 格 
朗 日 函数 L' 与 变换 前 的 拉 格 朗 日 函数 工 之 间 有 关系 :2_ LarL. 和 工 
有 相同 的 运动 方程 , 变换 前 后 的 运动 轨迹 几何 上 相似 . 通过 这 种 几何 相似 
性 , 可 以 比较 容易 得 到 系统 的 一 些 基 本 性 质 . 

如 果 力 学 系统 在 有 限 空间 中 运动 , 势能 是 坐标 的 齐 次 函数 , 则 动能 和 
势能 的 时 间 平 均值 之 间 存 在 关系 , 称 为 位 力 定 理 ， 


27T = Er Hr (010.5) 
其 中 对 时 间 的 平均 定义 为 
T=Jm:/ ‘f(at. 
如 果 势 能 是 所 有 径 矢 ro 的 大 次 齐 次 函数 , 等 式 (010.5) 变 为 
27 = RT. (010.6) 


810.2 ”内容 补 充 


e 公式 (o10.2) 和 (ol10.3) 

因为 * = Bt, 1 = al, 则 有 
/ —k/2 
a 7 
i 9 ( 

@ 坐标 和 时 间 等 的 这 些 变换 常 称 为 标 度 变换 . 
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类 似 地 , 因为 v= Ee 则 有 


2 
i 
又 瑟 ($) 已 则 有 





对 角 动 量 M, 有 


由 此 ， 


810.3 “习题 解答 


习题 1 质量 不 同 势能 相同 的 质点 沿 着 相同 轨道 运动 , 它们 的 运动 时 
间 满 足 什 么 关系 ? 

解 : 轨道 相同 ,表明 对 坐标 的 变换 为 mn 一 mr/ 一 ar ==7, 即 ww 一 1. 于 是 
有 U 一 U' 二 arU = 了 .因为 有 不 同 的 质量 , 即 可 作 变 换 m 一 m 二 Ym. 再 对 


a2 
时 间作 变换 一心 = 及 则 有 了 一 T' = 了 7 一 为 使 运动 方程 保持 不 
, 则 应 有 工 一 上 二 AL, 其 中 入 是 常数 ,所 以 应 有 


A= 太 ==1 
即 
B= V7Y. 
因此 
5- A 


中 
习题 2 质点 有 相同 的 质量 但 势能 相差 一 个 常数 因子 , 试 求 沿 着 相同 
轨道 运动 的 时 间 之 比 . 
解 : 与 习题 1 一 样 , 轨道 相同 , 则 对 坐标 的 变换 为 rr 二 7, 即 a=1. 
但 按 题 意 , U 一 U'== YU. 注意 ,这 里 势能 的 变换 不 是 由 坐标 变换 引起 的 . 再 
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2 
作 变 换 t 一 二 Bt, 则 有 TT 二 和 T= 殖 7 为 保证 变换 不 改变 运动 方 
程 , 则 应 有 


于 是 


暴 
|1l 


章 
运动 方程 的 积分 


本 章 的 内 容 主 要 是 关于 有 心力 场 中 质点 运动 问题 的 求解 ， 有 两 类 运 
动 , 即 有 界 运 动 和 无 界 运动 . 这 是 从 质点 的 运动 是 否 局 限于 空间 的 有 限 范 
围 内 的 角度 所 作 的 分 类 . 

在 有 心力 场 中 质点 的 运动 方程 原则 上 是 可 以 进行 积分 求解 的 . 因为 
质点 运动 过 程 中 对 力 心 的 角 动 量 守恒 , 于 是 质点 的 运动 限制 在 与 角 动 量 矢 
量 相 垂直 的 平面 内 . 而 对 于 平面 内 的 运动 , 又 由 于 对 力 心 的 角 动 量 守 恒 , 问 
题 约 化 为 对 径 向 运动 这 个 等 效 的 一 维 问题 的 求解 . 而 一 维 问题 的 运动 方 
程 通常 是 可 以 通过 积分 求 出 相应 的 解 的 . 

两 体 问题 是 一 类 重要 的 问题 , 它 可 以 分 解 为 质心 的 运动 与 两 者 之 间 的 
相对 运动 两 个 部 分 , 而 后 者 等 效 为 具有 约 化 质量 的 质点 在 有 心力 场 中 的 
运动 . 

有 心力 问题 的 重要 应 用 是 所 谓 开 普 勒 问题 , 即 求 在 平方 反比 力作 用 下 
质点 运动 的 轨道 方程 , 这 是 圆锥 曲线 方程 , 有 抛物 线 、 双 曲线 和 椭圆 三 种 
类 型 的 轨道 . 轨道 的 类 型 从 物理 角度 来 看 是 由 力 的 类 型 (是 吸引 力 还 是 排 
斥 力 ) 以 及 机 械 能 的 取 值 (这 与 初始 条 件 有 关 ) 等 决定 的 . 


811 一 维 运 动 
811.1 内 容 提要 


这 里 的 所 谓 一 维 运动 , 是 指 自由 度 为 1 的 系统 的 运动 . 该 运动 的 求解 
可 以 通过 能 量 守 恒定 律 得 到 简化 ， 


1 
5m +U(z)=E, 
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这 里 z 表示 广义 坐标 , m 不 一 定 是 质量 . 运动 方程 的 解 为 


m dz ， 
bt = ff 十 const. (ol11.3) 
运动 的 转折 点 是 满足 条 件 
E=U(z), (011.4) 


的 点 , 此 时 速度 为 0. 如 果 运 动 限制 在 两 个 转折 点 之 间 , 运动 是 有 界 的 , 否 
则 是 无 界 的 . 
有 上 界 运动 通常 是 周期 运动 , 周期 为 


Tz2(E) dz 


E) = V2m ly 
Cn z1(E) VE- Uz) 


(011.5) 


zi(B) 和 z2(E) 是 转折 点 . 
811.2 内 容 补充 


。 转折 点 与 运动 特征 

转折 点 将 质点 的 运动 分 为 不 同 的 区 域 , 相应 地 可 以 是 有 界 运 动 , 也 可 
以 是 无 界 运动 . 在 经 典 力 学 中 , 对 允许 质点 运动 的 区 域 总 有 互 > U(x), 即 质 
点 的 机 械 能 巨大 于 势能 U. 如 果 马 <U(z), 则 质点 将 不 能 进入 该 势 场 区 域 
中 , 这 一 点 在 87 习题 1 的 讨论 中 已 有 所 说 明 . 在 量子 理论 中 , 对 微观 粒子 

的 能 量 忆 和 Ul(z) 之 间 的 关系 没有 限制 . 当 忆 <U(z) 时 , 有 所 谓 隧道 效应 ， 

即 粒子 可 以 有 一 定 的 概率 进入 该 势 场 区 域 . 这 个 性 质 是 与 微观 粒子 具有 波 
粒 二 象 性 密切 相关 的 . 

对 于 转折 点 , 如 果 不 是 严格 的 一 维 问题 , 则 所 谓 的 速度 为 零 仅 是 与 坐 
标 z 相应 的 那个 方向 的 速度 分 量 为 零 , 在 其 它 方向 上 速度 分 量 不 一 定 为 
零 . 在 后 面 814 和 8§15 讨论 的 问题 中 , 转折 点 是 径 向 速度 分 量 为 零 的 那些 
点 , 但 横向 速度 分 量 不 为 零 , 因此 , 质点 的 运动 轨道 是 平面 中 的 一 条 曲线 . 


811.3 “习题 解答 


习题 1 试 求 平 面 单 摆 (质量 为 m, 摆 长 为 1, 在 重力 场 中 运动 ) 振动 周 
期 和 振幅 之 间 的 邑 数 关系 . 

解 : 系统 有 一 个 自由 度 , 取 摆 线 与 竖 直 方向 的 夹 角 wp 为 广义 坐标 . 质 
点 沿 切 向 运动 , 则 有 w= lp, 于 是 动能 为 


,i ,Me 
T= mv = ml 和. 


811 一 维 运 动 55 


取 旺 挂 点 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 , 则 
U = 一 729L Cos %. 


因为 动能 和 势能 的 表示 式 均 不 显 含 时 间 , 于 是 有 能 量 积 分 , 即 机 械 能 
守恒 
EbE= 3m Pp — mgl cos yp. 
当 yp 达到 最 大 值 wo 时 , po 二 0, 该 位 置 相应 于 质点 运动 的 转折 点 , 则 有 
E=—mglcos wo. 


由 周期 公式 
a) dz 
T(E) = V2m 一 
zi(g) VE—UI(z) 


这 里 履 为 ly, 且 Vr = —lpo, X2 一 lpo, 则 得 到 


Po Po 
= 4 
| Vcosp — cos po) cosw — cos 0) 25/ se 


sin? jp0 — sin 3p 


下 面 的 讨论 见 《 力 学》. 

习题 2 试 求 质量 为 m 的 质点 振动 周期 对 能 量 的 依赖 关系 , 其 中 质点 
所 处 力 场 的 势能 为 :aa U = 4lzm; b. U = -UVo/cosh?ax,—UVo<E<0;c. 
U = Uo tan? ax. 

解 : a. 转折 点 由 方程 U(x) = A|zl" == 马 确定 , 由 此 可 解 得 转折 点 为 


= 土 (E/A)'/", 
故 有 
x2(E) die (BE/A)™/"™ 
T(EB})= V2 = | 
zi(E) VE— UI(z) (BE/4)Mn VE Alzl" 
1 
函数 f(r) = = 二 = 二 = 1 所 以 
由 于 函数 f(x) dd 函数 , 所 


(BE/A)'/™ 加 


T(E)= 2Vv2m 一 天 -一 一 一 . 

河 =4 证 
4 1/n 

人 xy= (多) z, 则 上 式 可 改写 为 


T= 





2V2mE!/n-1/2 /1 dy 
Al/n 条 
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再 令 以 = 二 Vy", 则 上 式 中 的 积分 可 以 改写 为 





[ dy -人 du 
o VI h rim 
由 已 函 数 的 定义 式 
1 
Bomm= 人 > mL 一 Zn Idz， (m>0,n> 0)， 
0 


则 有 





1 dy _1 
《 -一 iB(1/n,1/2). 


再 利用 B 函数 与 太 函数 的 关系 B(mn "Fe, 其 中 丰 函 数 定义 为 


T(a) -| rle dy, 
0 


T(1/2) = VE 则 有 
站 _dy _ 1/mPU) vr _T(/n) 
0 


I nT/n+1/2) nn Tl/n+1/2) 
将 上 式 代 入 前 面 工 的 表示 式 中 , 可 得 
2vV2nxm 了 (1/m) 万 1/n-1/2 
nAl/n T(1/n+t 1/2) 
注意 到 本 问题 中 的 势能 是 妹 次 齐 次 函数 ,上述 人 与 已 的 关系 与 (010.2) 和 
(ol10.3) 给 出 的 结果 一 致 . 
b. 令 U(z) = 一 Uo/cosh?az = 万, 可 以 解 得 转折 点 为 


= 





人 
则 有 周期 为 
rx2(E) 去 arccosh —Uo/E 
T = Vam 2 V2m I 


z1(E) E— U(Zz) 一 二 arccosh V—Uo/E /E 十 Uo/ ET i 


因为 被 积 函 数 是 zz 的 偶 函 数 , 则 
2V2m ee dy 
VE+Uo/cosh’y 


_ 2 /Dm A coshydy 
VEcoshi*y+ Uo 


了 一 





§11 一 维 运 动 57 


令 sinhy = &, 则 得 
arccosh (V—Uo/E) cosh ydy/ 
arcsinh (V—Uo/B—1) dé 
-上 VR 
dz 


考虑 到 -th 只 及 所 及 上 坟 积 分 中 前 被 积 浊 雪 形式 为 TO 一 
darcsin 二 ， 即 
a 

arcsinh (VV —Uo/E—1) dé 
. VEA&+E+i+Uo 

站 (V 一 Do/ 瑟 一 1) dé 
VIEIV(Uo ~ 1BD)/IBI—e 
é arcsinh (V —Uo/E—1) 


1 . 
Va VvV 面 -本 7 可 | 


Tt 


2V 


将 此 结果 代 回 前 面 的 表示 式 可 得 


nT /2m 
T = 一 ,| 一 一 ， 
oY la 


说 明 : 文献 中 常 将 该 问题 中 的 势 函数 称 为 修正 的 P5schl-Teller 势 , 该 势 
函数 相关 的 量子 力学 中 薛 定 请 方程 的 求解 可 参考 有 关 文 献上 . 
c. 令 U(z) = Uotan?az 二 万 ,可 以 解 得 转折 点 为 


arctan ( 元 ) 
4 Uo 


Qa 


So 


© 





0 三 


? 


所 以 
去 arctan \/ 彰 
T= V2m V 而 dr 
一 去 arctam V 资 V 五 一 Dotan2az 
@ 例 如 , 开 . 研 . 朗 道 , EE. M. 栗 弗 席 效 . 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 ) (第 六 版 ). 严肃 译 


喀 兴 林 校 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2008: 8$23, 习题 5 pp67-68; 或 者 S. Fliigge，Practical 
Quantum Mechanics, Springer-Verlag, 1974, 北京 : 科学 出 版 社 , 2009, Problem 39, pp94-100. 
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1 /EE 
arctan Uo dz 














= 2V2m 3 
0 VE— Uotan?azr 
令 y= sinaz, 则 有 
dy = Qa cos azrdz, 
且 
dz 二 dsin az 忆 dy 
VE—Uotaniar acosar VE Uotaniar ovVE(l— vy)— Uoy? 
二 = Se arcsin 一 
aVE—-(E+Uoy av 一 十 Co VE/(E+Uo) 
于 是 有 
eldn 
mT VE/(E+Uo) 8 
= 9 1 nT XV2m 


av 巨 十 而 2 avVE+Uo 
说 明 : 文献 中 将 该 问题 中 的 势 函 数 称 为 对 称 Pischl-Teller 势 . 考虑 到 
tan2(az) = 1/ cos2(awz) 一 1, 相关 的 量子 力学 薛 定 请 方程 的 求解 可 以 归结 为 
一 般 P6schl-Teller 势 的 特殊 情况 , 可 参考 有 关 文 献 @. 


812 根据 振动 周期 确定 势能 
812.1 内容 提 要 


对 于 作 有 界 运动 的 质点 , 设 vi,z2 是 运动 的 转折 点 , 且 在 所 考虑 的 区 
间 中 势 函 数 U 仅 有 一 个 极 小 值 点 ( 设 其 位 于 z = 0 处), 则 由 质点 的 运动 周 
期 T(E) 可 以 确定 势能 U(z), 它 是 下 列 方程 的 解 








xz2(U) 一 Zi(D) = (612,1) 


1 
nV2m Jo vVU-E 
注意 , 该 方程 不 能 唯一 地 确定 势能 . 当 U 关于 U 轴 对 称 , 也 即 它 是 x 的 偶 
函数 , z2(U) = 一 zw1(U) 时 , 势能 可 唯一 确定 . 此 时 

1 


3 [ea(U) —z1(D)], 


名 例如 ,前 引 S. Fliigge 的 著作 ,或 者 M. M. Nieto and [. M.Simmons, Jr., Coherent states 
for general potentials II. Confining one-dimensional examples, Phys. Rev. D 20(1979)1332; F. 
Gori and L de la Torre, Diophantine equation for the tan? well, Eur. J. Phys. 24(2003) 1-5. 


(VU) = 
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~ 


z(U) 的 单 值 表 示 式 为 


(VV) = 








1 Vv T(E)dE 
/ (012.2) 


2xV2m VE 一 五 


这 种 通过 运动 的 性 质 (这 里 是 运动 周期 ) 确定 势 函 数 的 问题 常 称 为 反 
散射 (inverse scattering) 问题 , T(EB) 等 称 为 散射 数据 2. 反 散 射 问题 在 物理 
学 、 数 学 等 领域 中 有 非常 重要 的 作用 . 从 物理 的 角度 看 , 它 可 以 建立 理论 
与 实验 之 间 的 联系 , 通过 实验 测量 所 谓 的 散射 数据 (如 运动 时 间 、 反 射 率 、 
透射 率 等 ) 可 以 确定 物体 的 形状 , 系统 的 内 部 结构 , 相互 作用 等 方面 的 信 
息 , 进而 研究 可 能 的 物理 机 制 ®. 


812.2 ”内 容 补 充 











~ 口 dE 
b 求 积分 | -一 届 硬 = 
作 积 分 变量 代 换 , 令 
CQ 一 五 
一 
这 里 上 > 0, 则 有 
a+tUeé? 26( 一 oa 
B= 





a 0 二 0 
= / < adé = —2arctané 
vy Va=E(E=U) Jiw 1+é€ oo 


= 一 2 [arctan(0) — arctan( 十 co)] = 7, 


即 
三 一 二 一 区 
v Vl(a—E)(E—U) 


Q@ 《力学 》 中 讨论 的 另 一 类 道 问题 参见 818 习题 7. 

@ 物理 学 中 的 道 问题 及 其 求解 的 初步 介绍 参见 , J. B. Keller, Inverse problems, Am. 
Math. Monthly, 83(2) (1976), pp. 107-118; A. H. Carter, A class of inverse problems in physics, 
Am. J. Phys., 68(8) (2000), pp698-703. 
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或 者 , 将 被 积 函 数 的 分 母 中 的 表示 式 整 理 为 二 次 多 项 式 再 进行 积 





即 
广 dE 让 dE 
—_E(E-U) 2 2 
0 
2 2; 
五 一 a 
= arcsin 一 = arcsin(1) — arcsin(—1) 
a—U pv 
= 


2. 势 垒 情况 下 的 反 散 射 问题 号 

《力学 》 中 本 节 内 容 是 针对 势 阱 的 , 但 其 基本 思想 也 可 以 用 于 势 对 
问题 . 

设 势 人 多 局 限于 区 间 [0, 中 ,粒子 从 势 垒 的 左边 入 射 , 则 向 前 运动 越过 
势 又 和 向 后 散射 的 时 间 分 别 为 


Jm, dz 
m /71(8) dz 
R(E)= | | J (E < Uo), (12.2) 


其 中 Uo 是 势 私 的 最 大 值 , xz1(B) 是 左 转折 点 ， 注 意 , 在 经 典 力 学 中 仅 当 
妃 > Uo 时 , 粒子 才能 越过 势 垒 ; 也 仅 当 BE < Uw 时 , 势 垒 才 反 射 粒 子 . R(E) 
表示 从 原点 z =0 运动 到 转折 点 z1(B) 的 时 间 . 

在 这 种 情况 下 , 可 以 求 出 具有 唯一 性 的 势 函 数 是 所 谓 的 正则 势 函 数 
(canonical potential) U(x), (i) 它 定 义 在 与 U(x) 相同 的 区 间 [0, L] 上 ; (ii) 它 是 
单调 递增 的 , 即 对 于 z < zo 有 U(z) < U(zo); (ii) 它 能 给 出 与 U(z) 相同 的 
周期 T(E), 即 


本 dz 

oN (12.3) 
Vz/ VE—U(z) 
为 讨论 方便 起 见 , 假定 U(x) 非 负 , 即 U(x) > 0. 
令 z(U) 表示 势 函 数 U(z) 的 值 小 于 U(z) 的 总 距离 , 则 有 
pp L ~ 
r(U) = ob(U — U(x))dz, (12.4) 
0 


© John C. Lazenby and David J. Griffiths, Classical inverse scattering in one dimension, 
Am. J. Phys., 48(6)(1980)432-436. 
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其 中 0(z) 是 阶梯 函数 , 可 以 证 明 这 里 的 U 就 是 所 要 求 的 正则 势 函数 . (i) 
根据 阶梯 函数 的 定义 可 知 , 当 U < 0 时 , 有 z(0) =0; 而 当 U > Uo 时 ,有 
z(D) = 区 故 U 定义 在 [0,Z] 上. (i) 由 阶梯 函数 的 性 质 可 得 , z(UV) 具有 性 质 

dU 
其 中 5(z) 是 Dirac 8 函数 . 由 此 ， 


这 4 fo 
二 8(D — U(z))dr dU 


即 正则 势 函 数 5(z) 与 势 函 数 U(x) 导致 相同 的 周期 . 注意 , 因为 V(x) 是 单 
调 递 增 的 , 所 以 在 上 面 的 证 明 中 可 以 将 积分 变量 由 zx 换 为 U(z). 

现在 讨论 由 式 (12.2) 和 (12.3) 求 出 相应 的 U(z) 的 问题 . 首先 将 式 (12.2) 
改写 为 下 列 形式 


和 
二 / S(U — U(rz))dz, 
Jo 








Ul(z), (12.5) 





_ 本 上 dz a 
2 Jo fp Hz) dU(z) 
~ dz 
这 ; 7 一 
这 是 因为 对 于 V(z) > UVo, 有 站 


5 < Un 的 范围 的 , 此 时 存在 转折 点 z1(E) 满足 条 件 B= (zi). 
式 (12.5) 的 两 边 并 对 五 从 0 到 a 积分 ,有 


= 0, 因此 上 式 右边 的 积分 实际 是 对 














a 人 7 a 1 ds 
人 aaz- 3 人/ VE- D(z) MV) i 
交换 上 式 右边 积分 的 次 序 , 有 
Eg 各 [ oS— oe 
2 ,下 a Bs / (a— E)(E —U(z)) 


= "3 [z(@) - z(0)]. 
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由 对 正则 势 函 数 的 约定 , xz(0) = 0， 再 令 a = 万, 则 由 上 和 式 可 得 相应 于 式 
(12.2) 而 确定 的 正则 势 函 数 满足 关系 


= 1 


同样 , 式 (12.3) 可 以 改写 为 


(12.7) 


Uo d dr ,~ 
WY = V3/ ed 


如 果 T(E) 是 合适 的 解析 函数 , 可 以 将 T(E) 解析 延 拓 到 < UU 的 区 域 ， 


人 {2 [WA i (12.8) 
= R(E) ~ iI(E), 
其 中 
1(E) = je 站 ee (12.9) 
于 是 , 在 区 间 0 < 万 < 中 有 
R(E) = Re[T(E)), (12.10) 


即 R(E) 为 T(E) 的 实 部 , 故此 可 以 利用 T(E) 构造 正则 势 函 数 . 
例题 设 R(E) aE", 其 中 am 均 为 常数 , 求 订 . 
解 : 按照 方程 (12.6), 有 


Ef En"dE 
nVYmJo VU_E 


a /2 ! un G /2 1 
a = Pe n+1/2B i 一 
i | = 二 = nw 二 1; 7); 


其 中 第 二 个 等 号 作 了 灾 量 代 换 以 二 娘 /U. 如 果 n 是 非 负 整数 , 则 有 











1 
T(n+1)T (3) | 1)292n+1 
B @ 于 本 _ 2/ _ nlVT _ (nl)*2 


rntitd) Gn + DVi/(Tmrind) Gn+ I) 
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正则 势 函数 为 
_1 m 区 Ey 
对 于 n==0 的 特殊 情况 , 有 
到 i 
D(z) = a 
该 结果 等 同 于 简 谐 振子 的 周期 与 能 量 无 关 . 
量子 理论 中 的 相关 讨论 可 参见 有 关 文 献 . 
813” 约 化 质量 
813.1 ”内容 提要 
由 相互 作用 的 两 个 质点 组 成 的 系统 的 运动 问题 , 称 为 二 体 问题 . 


将 二 体 问题 等 效 为 系统 的 质心 运动 和 两 质点 的 相对 运动 两 个 部 分 . 相 
对 运动 部 分 又 等 价 于 质量 为 m = 二 的 质点 在 外 场 U(r) 中 的 运动 这 


mi 十 


样 的 单 体 问题 ,并且 这 六 是 有 心力 问题 , 相应 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L= Fmr? — U(r), (013.3) 


这 里 的 m 称 为 约 化 质量 ,7 是 两 质点 的 相对 位 和 撩 7 =r 一 72. 
813.2 ”习题 解答 


习题 质点 系 由 一 个 质量 为 M 的 质点 和 nn 个 质量 为 m 的 质点 组 成 . 
试 消去 质心 运动 并 将 该 质点 系 的 运动 化 为 nn 体 问 题 @. 

解 : 设 忆 是 质点 M 相对 于 质点 系 的 质心 的 径 拓 , Rs。 (a = 1,2,.….,n) 
分 别 是 nn 个 质点 相对 于 质心 的 径 矢 . 将 质心 系 的 坐标 原点 选 在 质心 处 , 则 
据 质 心 的 定义 , 在 质心 系 中 有 


MR+m), R=0. (1) 


a=1 


中 例如 , J. B. Keller, Determination of a potential from its energy levels and undetectability 
of quantization at high energy, Am. J. Phys., 30(1962)22; M. W. Cole and R. H. Good, Jr, 
Determination of the shape of a potential barrier from the tunneling transmission coefficient, 
Phys. Rev., A18(1978)1085; S. C. Gandhi and J. Efthimiou, Inversion of Gamow’s formula and 


inverse scattering, Am. J. Phys., 74(2006)638. 
@ 注意 , 本 章 除 了 该 题 中 的 M 表示 质量 外 , 其 余 各 处 的 M 均 表 示 角 动量 的 大 小 . 
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需要 说 明 的 是 , 式 (1) 要 求 其 中 的 径 矢 必定 是 相对 于 质心 的 . 这 一 点 也 可 
以 按 如 下 方式 看 出 . 假设 RR, R'(a = 1,2,… ,n) 分 别 是 质点 M 以 及 nn 个 质 
点 m 相对 于 某 任意 点 0' 的 径 失 , Rem 是 系统 的 质心 相对 于 同一 点 O' 的 径 
夭 , 如 RR, Ra 是 前 面 所 说 的 各 质点 相对 于 质心 的 径 矢 , 则 有 关系 





=Rmnm+R, R= Rem+ Ro. (2) 
利用 式 (2) 并 据 质 心 定义 , 有 
MR + mR, 
Ey = 
Rm = M + nm -lm (Rem + RR) rma cm 十 | 
ee Rom + — lid 
we w= 
其 中 由 = M+mnnm 由 上 式 立 即 可 得 到 式 (1). 
又 设 n 个 质点 相对 于 质点 M 的 位 矢 分 别 为 ra (a ==1,2,… ,n), 则 有 
ra 三 Ra—R. (3) 
将 式 (3) 代入 式 (1) 消去 Ra, 有 
关 忆 二 学 nn 
pT (4) 
式 (3) 和 (4) 分 别 求 时 间 的 导数 可 
R= Dr 站 三 疝 十 让 (5) 


利用 式 (5), 质点 系 的 动能 的 表示 式 可 以 写 为 


2 
. 2 月 . 
T= -+ 于 开 总 = 二 瑟 (5 站 + 时 开 (+ 请) 
a a a 


2 

和 +， 且 素 站 于 晤 人 

Mm? . ”二 :2 7 | _m 此 
2 和 人 2 


2 
2 


(6) 
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将 式 (6) 代入 拉 格 朗 日 函数 工 二 到 + 到 于 证- 局 可 得 





L=T A (二 -UD, (7) 


其 中 Wh = Pgs 

如 果 U 仅 与 相对 位 矢 7。 有关, 即 U=U(ra), 则 式 (7) 表示 质点 系 的 运 
动 完全 由 ra 以 及 7a 确定 , 即 等 效 为 一 个 nn 体 问题 .通常 而 言 , n(n > 2) 体 
问题 是 难以 解析 求解 其 运动 情况 的 , 一 个 可 解 的 特殊 nn 体 问 题 是 微 振动 问 
题 , 这 是 线性 近似 的 结果 , 参见 823. 


814 有 心力 场 内 的 运动 
814.1 内 容 提 要 
如 果 作 用 在 质点 上 的 力 的 方向 总 是 沿 着 质点 的 径 矢 , 这 样 的 力 称 为 有 


心力 . 如 果 该 力 的 大 小 仅 与 质点 到 固定 点 的 距离 有 关 ®, 则 有 


sr dUr 
J Dr drr 


在 有 心力 场 中 , 质点 的 运动 位 于 一 固定 平面 内 , 该 平面 垂直 于 角 动 量 
M. 采用 平面 极 坐标 , 有 拉 格 朗 日 函数 


= 去 于 全 十 r202) — U(r). (ol4.1) 


yp 是 循环 坐标 , 且 工 不 显 含 Wt 有 两 个 运动 积分 , 即 角 动量 守恒 和 机 械 能 


守恒 

















ps= M= mr2w = const, (014.2) 
1 1 1 M2 
E= 二 mm(7r2 十 r202) 十 TUT(r) = mi 十 二 + U(r). (014.3) 
六 2 2 mr? 
坐标 > 与 时 间 t 的 关系 为 
t = / 7 十 const. (ol14.6) 
: 2 pp_ vr) M3 
m a m2r2 
运动 的 轨道 方程 为 
2 mi 
p= NS RE 十 const 一 二 十 const，(o14.7) 
V2m[lE — U(r)] — M2/r? 2m[E — Uer] 


包 即 力 是 各 向 同性 的 , 此 时 力 是 保守 力 . 注意 , 有 心力 并 不 一 定 是 保守 力 . 
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其 中 


吕 
Deg = U(r)+ 二 (014.8) 
称 为 有 效 势 能 , 而 M2/(2mr2) 称 为 离心 势能 . 
六 一 0 或 者 满足 条 件 Ueg = 瑟 的 点 是 运动 轨道 的 转折 点 , 即 所 谓 的 转折 
点 方程 为 


M2? 
Ur) + a 二 及 (014.9) 
2mr 


根据 转折 点 以 及 质点 的 运动 范围 , 可 以 分 为 有 界 运 动 和 无 界 运动 . 有 界 运 
动 通常 有 两 个 转折 点 . 

对 于 rmin <7 < rmax (这 里 rmin, rmax 是 两 个 转折 点 与 力 心 的 距离 ) 的 
有 界 运动 , 轨道 可 以 是 封闭 的 或 开口 的 . 轨道 封闭 的 条 件 为 


Ap=2/ Ciprdr 
V 2mm( 瑟 一 DUO) 一 一 


等 于 2x 的 有 理 数 倍 , 即 Ap 亚 , 其 中 p 和 7 是 整数 @. 仅 对 势能 与 = 或 


者 7? 成 正比 的 两 种 有 心力 场 ， 其 中 有 界 运 去 动 的 轨道 是 封闭 的 . 这 通常 称 为 
Bertrand 定理 @. 
质点 可 以 坠落 至 场 中 心 , 即 7 可 能 趋 于 零 的 条 件 是 @ 
2 


[UV(r)]r-o < -5 (014.11) 


(ol4.10) 


814.2 内 容 补充 


1. 有 心力 与 保守 力 
有 心力 一 般 可 以 表示 为 
六 二 FP- (14.1) 


其 中 +=|r| 为 质点 径 矢 的 大 小 或 质点 到 力 心 的 距离 . F > 0 表示 力 的 方向 
背离 力 心 , 也 即 与 径 和 撩 方向 一 致 , 这 是 排斥 力 ; F < 0 时 , 力 的 方向 指向 力 
心 , 这 是 吸引 力 . 


QO 注意 , 这 里 用 p 和 9g 代替 《力学 》 中 的 m 和 mn, 因为 m 在 本 章 中 主要 表示 质量 . 
也 不 要 将 这 里 以 及 本 节 下 文中 的 p 与 动量 和 815 中 的 p 相 混淆 . 

©® Joseph Louis Francois Bertrand, 1822 一 1900, 法 国 数学 家 . 

@ 量子 力学 中 相关 问题 的 讨论 参见 , 开 . 区 . 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 效 . 量子 力学 ( 非 相 
对 论 理论 ) (第 六 版 ). 严肃 译 , 喀 兴 林 校 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2008: 818 和 835. 
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如 果 五 仅 与 径 矢 的 大 小 有关, 即 下 = (7), 则 当 处 于 力 场 FF 中 的 质 
点 从 ni 运动 到 72 时 , 力 五 所 作 的 功 为 


A=/ Pdr= 人 Fa7 dr 
注意 到 7.r=7?, 则 有 "7.dr=rdr, 由 此 有 
A=/ Fo)ar, 


即 功 仅 与 始末 位 置 有 关 , 因此 = F(r) 的 有 心力 是 保守 力 . 
也 可 以 通过 证 明 Vx F = 0 是否 满 足 来 证 明 FF 是 保守 力 . 为 简单 起 
见 , 采用 直角 坐标 系 , 则 有 mr = zes +yey +zexr= Vz2 十 好 十 22, 而 


vxF=|0283 
Or Oy Oz 
Es BE 员 


0 0 0 0 0 0 
= (六 E 下 er 十 (EK 一 六 忆 ) €y 十 (茅台 = 襄 忆 ) CEz-. 
对 于 有 心力 式 (14.1)， 
疯 = 二 = 
从 区 
又 如 果 下 = F(r), 则 有 


- (2) Pn 地 (3 _ dF(r) Orz + F(r) (与 ) 














By “ Ovy Tr dr Oyr 
OY Fr 区 
dr 72 Ps 
0 /or(r)\y nO yy dr(r) Or yz 
5-( Bz ) tr 六 (= re 
_ dF(r)yz yz 
dr 7? BP) 
可 见 , 有 
类 似 地 计算 , 有 
O 0 0 0 
Br Bz = 和 
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故 有 
如 于 二 人 
这 表明 , 存在 U(7) 使 得 
OU (7) 
Or | 

注意 , 上 式 中 第 二 个 等 号 是 第 一 个 等 号 的 另 一 种 写法 . 

2. 矢量 力学 方法 与 角 动量 守恒 

用 矢量 力学 的 方法 证 明 角 动量 守恒 . 在 有 心力 场 中 , 取 力 心 为 原点 ， 
力 的 方向 沿 径 矢 方 向 , 即 五 = F(r)ep, 这 里 es =r/r 是 径 矢 方向 的 单位 矢 


量 . 于 是 有 对 力 心 的 力矩 为 r x F = F(r)r x es = 0. 根据 角 动 量 定理 有 ， 


dM -0 故 有 JM = 常 矢 量 . 


dt 
对 于 单个 质点 , 因为 M = x p, 则 有 


F=—VvU(r)=— 








r-M=rT.{(rxp)=9p-(rxr)=0, 


即 ” 与 M 垂直 . 而 M 是 常 撩 量 , 则 质点 位 于 垂直 于 M 的 固定 平面 内 运 
动 . 在 该 平面 内 选取 平面 极 坐 标 系 , 极点 位 于 力 心 , 则 有 下 列表 示 式 


T=7Teép, 天 一 7ep 十 Fr0ee， 
六 一 (人 F 一 792) ep 十 (27 的 十 rO) ey. 
F ==ma 的 径 向 和 横向 分 量 式 分 别 为 
F(r)=m(i—rp’), 
0=m(279 + rg)., 
对 力 心 的 角 动 量 的 表示 式 为 
M=rxp=rxmr=rey xm(rtesi+rpey) = mriypes, 


即 角 动量 M 退化 为 垂直 于 质点 运动 平面 的 一 个 分 量 . M 对 时 间 的 导数 为 
dM dd(r2y) 
EE 如 
其 中 最 后 一 个 等 号 利用 了 前 面 的 动力 学 方程 的 横向 分 量 式 . 可 见 在 现在 
的 情况 下 , 角 动 量 守恒 表现 为 式 (ol4.2) 的 特殊 形式 , 它 可 以 用 来 进一步 简 
化 质点 运动 的 求解 . 





ez = mr (2r9 + ri) ez 三 0， 
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3. 平面 极 坐标 系 , 拉 格 朗 日 函数 与 角 动 量 守恒 
在 平面 极 坐标 系 中 , 有 


人 一 Tep，7 三 人 三 7ep 十 TDep， 


则 动能 的 表示 式 为 


1 ， 1 1 。 
T= TO” mm(7ep 十 rpeo)2 = 5 人 十 7202). 


于 是 , 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-U=7( +r) U(r). 


由 工 可 得 相应 于 广义 坐标 的 广义 动量 为 
py = 元 一 六 [3 (和 2 +r2p2) 一 U(r)| = mr?2p. 

因为 是 循环 坐标 , 所 以 p 是 运动 积分 , 也 即 角 动 量 是 守恒 的 

注意 , 因为 五 = F(7) 的 有 心力 场 是 空间 各 向 同性 的 , 在 这 种 场 中 的 质 
点 系统 具有 空间 转动 不 变性 , 因此 角 动 量 守恒 是 该 转动 不 变性 的 结果 . 当 
在 质点 运动 平面 内 研究 其 运动 时 , 质点 系统 则 仅 具 有 相对 于 绕 通 过 力 心 重 
直 于 运动 平面 的 轴 的 转动 不 变性 , 坐标 p 是 描述 该 转动 的 参量 , 其 循环 性 
是 与 这 种 转动 不 变性 相关 联 的 , 而 w 对 应 的 广义 动量 即 相对 于 转轴 的 角 动 
量 分 量 的 守恒 则 是 绕 轴 转动 不 变性 的 结果 . 

4. Bertrand 定理 巴 

首先 要 说 明 的 是 , 对 于 任何 有 心 吸引 力 , 给 定 角 动量 M 和 机 械 能 已 

12 
总 是 存在 对 应 半径 + 的 圆 轨道 (r? = = 二)9. 但 是 ,这 样 的 圆 轨道 
m(B — Ur) 

通常 并 不 是 稳定 的 , 当 受 到 小 的 扰动 后 , 轨道 将 不 再 是 封闭 的 , 运动 变 为 非 
周期 的 . Bertrand 定理 给 出 的 结果 的 特殊 性 在 于 , 对 势能 与 (万 有 引力 或 


@ Bertrand 的 文章 是 用 法 文 写 的 , 于 1873 年 发 表 . 但 是 因为 其 重要 性 , 2007 年 F.C. 
Santos, V. Soares, A, C. Tort 等 将 其 译 为 英文 , 见 http://arxiv.org/abs/0704.2396. 


@ 当 有 心 吸引 力 ( 即 F(r) < 0) 是 质点 作 圆 轨道 运动 的 向 心力 时 ,有 m 守 = 一 P(r) 
考虑 到 角 动量 守恒 , 即 mr?p = mru = M, 故 有 上 45 = -Ptr), 该 关系 也 等 同 于 圆 轨道 对 
应 于 有 效 势能 的 极 值 点 , Sef =0. 如 果 要 求 加 轨道 是 稳定 的 , 则 极 值 点 应 是 极 小 值 点 ， 


2 
即 要 求 Le > 0. 
dr2 
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Coulomb 力 ) 或 者 r? (Hook 力 ) 成 正 比 的 两 种 有 心力 场 ,有 界 运动 的 轨道 不 
仅 是 封闭 的 , 而 且 即 使 受到 小 的 扰动 , 轨道 仍然 是 封闭 的 , 即 轨道 是 稳定 的 . 
Bertrand 定理 的 证 明 通常 采用 微 扰 展开 的 方法 逐 阶 进行 , 可 参见 相关 
文献 @. 这 里 采用 Bertrand 原始 的 证 明 方法 , 尽管 严密 性 有 点 欠缺 ®. 
令 u=, 则 在 要 求 轨道 封闭 时 , 式 (ol4.10) 可 以 改写 为 








I (14.2) 
9 a V2m(E—U(u))— M2u? 
其 中 
= ! ,， 炮 三 . . 
Tmax Tmin 
因为 a,8 是 用 久 作为 变量 时 轨道 的 转折 点 , 即 它们 应 该 满足 关系 
2m(E—U(a)) 一 M2o2 =0, 2m(E ~U(B)) 一 M262 = 0， 
由 此 , 五 ,M 可 用 a,B 表示 为 
PU(a) - o2U(B 
万 二 5 (0 
M2 = 2 = (2)] 
将 上 面 的 关系 代入 式 (14.2), 有 
= VU(a) — U(B) du (14.3) 
4 Ja VPU(a) — U0(8)— (2 — ao)U(u) — vilU(a) — UB | 


假定 轨道 对 圆 轨 道 有 小 的 偏离 , 令 8 一 a=6,u-a=&, 则 5 和 & 是 小 
量 . 注意 , 如 果 不 作 这 里 的 假设 , 5 和 & 均 不 能 视 为 小 量 . 对 式 (14.3) 中 相关 
的 量 作 Taylor 展开 ， 


U(B)=U(a+6)=U(a)+U'(a)6+ 3U"(a)5? 生 FU (a) 十 … 


DO =U(a+€) = UO) + Ua) + 3U"(a)é? + HU a) 二 ， 


@ 例如 ,Herbert Goldstein, Classical Mechanics, 2nd ed., Mass.: Addison-Wesley Pub. 
Co., 1980; Y. Tikochinsky, A simplified proof of Bertrand’s theorem, Am. J. Phys., 56 (12) 
(1988)1073; Y. Zarmi, The Bertrand theorem revisited, Am. J. Phys., 70(4) (2002)446-449. 

@ 参 见 前 面 所 引 Bertrand 文章 的 英 译 文 ,或 者 D. FE. Greenberg, Accidental degeneracy， 
Am. J. Phys., 34 (1966) 1101-1109. 
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分 子 中 可 以 仅 保留 到 5 的 一 阶 项 , 但 是 分 母 中 的 第 一 个 不 等 于 零 的 项 是 
06 的 三 阶 项 ， 

82U(a) 一 a2U(D) 
[ve + U'(a)6 + 3U (a)? 十 #0 "0"| 


一 (862 一 a2)U(o 一 wz[I(a) UB)) ES (a+6)U(a)— 
(2a6 + 62) ja 十 U(a)E 十 3U"(a)e 十 eae 


(a+é)? [voy 十 3U"(o)6? 十 #0%(0)" 
Woy 4 Vo)G 4 3U"(a)5? 4 IU"(o) | a 


| 


~ (a+6)U(a) -oo 
2a5 [ve + (a)E+ ioe| -#0(0) + (oe]+ 


a? [ey 十 3U"(0)s? 十 $0"(e)a| 十 


2aé€ [Ve 十 50 + é&2U’'(a)6 


= -66 —€) UV"(a) — aU" (a)]. 





区 由 pr res 
q 0 U'(a) — aU"(a) £2 


A 上 
me 











U’(a) 2 
而 同一 ww ( 中 =a Var 
即 2 2 
(2 aU" (a) — I 和 ! U'(a) = 0. (14.4) 
这 是 关于 U(a) 的 微分 方程 = 上 方程 可 以 改写 为 
dU'’(a) da 
TG) A ht 


积分 可 得 
InU(a)+ (mn —1)lna=InAi, 
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即 
Dr(a) = 4ial-m ， (14.5) 


其 中 hi 为 积分 常数 . 对 式 (14.5) 再 积分 一 次 并 略 去 一 个 无 关 紧 要 的 积 4 
常数 , 可 得 式 (14.4) 的 解 为 


U(a) = 4a2-m ， (14.6) 


其 中 4= 41/(2 一 局 ). 因为 a 可 以 任意 取 值 (从 前 面 E,M 与 w, 9 的 关系 来 
看 , 这 相应 于 不 同 的 瑟 ,M 值 ), 于 是 上 面 给 出 的 U(a) 即 是 势能 函数 的 表示 
式 , 也 即 有 

V(r) = Ar™ 2. (14.7) 


注意 , 从 前 面 的 讨论 过 程 来 看 , 势能 函数 具有 形式 (14.6) 仅 是 作 周 期 运动 
的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 . 
将 式 (14.6) 再 代入 式 (14.3), 有 


~, VE 
琵 a a2 6? Bo sf 1 1 了 
Bn —2 cxz2 一 2 从 Un —2 一 Br -2 加 em2 一 2 


上 式 右边 的 积分 结果 应 该 不 依赖 于 a,6, 也 即 与 a,8 的 选取 无 关 , 因此 可 
以 任意 选取 方便 的 a,B 计算 积分 . 
人 如果 一 2 <0, 可 选 a=0,6=1, 则 式 (14.8) 右边 的 积分 变 为 


有 (14.8) 














1 


0 


ur/2-ldu 2 /1! dn . 
= = — arcsin7n 


1 du 1 
人 = V1— ur mm 0 i= 人 


其 中 作 了 变量 代 换 9=w"/?. 于 是 ,有 并 = 坊 , 即 n=1. 
(i) 如 果 2 一 2 > 0, 可 选 a=1,8=0, 式 (14.8) 右边 的 积分 变 为 











人 一 一 arcsinu|y = a 
1 
故 有 二 = 一 即 n= 一 2. 
综合 这 两 种 情况 , 可 得 势能 函数 的 形式 为 
k kr2 
VU(")= = UW) = 


此 即 要 证 明 的 结论 . 
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5. 谐振 子 势 与 反比 势 之 间 的 对 偶 性 中 

所 谓 对 偶 (duality) 在 这 里 意 指 两 者 之 间 可 以 通过 变换 建立 联系 . 因为 
有 这 种 对 偶 性 , 在 两 种 势 场 中 运动 的 质点 具有 一 些 共 同 的 特性 , 例如 有 界 
运动 的 轨道 是 封闭 的 , 存在 Runge-Lenz 矢量 这 个 特别 的 运动 积分 ( 见 815 
以 及 相关 的 讨论 ). 

考虑 平面 简 谐 振子 , 用 平面 极 坐 标 (7,9) 描述 振子 的 位 置 ,也 可 以 用 复 
数 表 示 为 w(t) = rei2. 注意 , 在 用 复数 形式 表示 时 , 有 

出 二 罕 = fei? +irbeig = (十 irb)eie， (14.9) 

可 见 因子 el 前 的 系数 中 的 实 部 就 是 径 向 速度 分 量 , 虚 部 是 横向 速度 分 量 . 
另 一 方面 , 有 
加 d2w 
dt 
同样 可 见 因子 ee 前 的 系数 中 的 实 部 是 径 向 加 速度 分 量 , 而 虚 部 则 是 横向 
加 速度 分 量 . 

对 于 在 万 有 引力 作用 下 的 质点 , 其 运动 也 是 平面 运动 , 也 采用 平面 极 
坐标 系 , 位 置 用 (p, wp) 表示 , 时 间 变 量 用 7 表示 . 同样 可 用 复数 z(7) = pei? 
表示 . 现在 考虑 两 种 情况 之 间 的 变换 , 设 


了 = je + 2ir6ei? Tirbeio —rO2ei9 = |G 一 r62) +i(270+ "0)| ei9. (14.10) 


z(T) = w(t) = (7?, 20), (14.11) 


即 有 
p=72, =20. (14.12) 


但 是 时 间 参 数 上 条 之 间 的 关系 需要 用 另外 的 方式 确定 , 
我 们 知道 , 在 有 心力 作用 下 , 关于 力 心 的 角 动 量 是 守恒 的 , 即 有 


720 = const, (14.13) 


也 即 有 掠 面 速度 f = 526 是 守恒 的 . 令 及 和 记分 别 为 w(t) 和 z(r) 扫 过 
的 面积 , 则 有 
, 12d0 
人 2 dd_ldrl 1 
lodp 2dtr2 a0 Wi 
52 dr 





© Rachel W. Hall, Kresimir Josié, Planetary motion and the duality of force laws, SIAM 
Review, 42(1) (2000)115-124. 
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其 中 利用 了 式 (14.12), C 为 常数 . 由 上 式 可 以 给 出 +t 和 7 之 间 的 关系 


Sr = Or? 一 Clw 人 |. (14.15) 


为 简单 起 见 , 在 下 面 令 C = 1 
对 于 受到 Hooke® 力 ( 即 与 位 移 成 正比 的 力 ) 的 振子 , 其 动力 学 方程 为 


d240) 
ma = —kw(t), (14.16) 


这 里 是 弹性 系数 . 按照 式 (14.10), 上 式 是 等 价 于 下 列 两 个 方程 的 
7 人 一 r02) = kr m270+7r0) = 二 二 (人 = 0， (14.17) 
对 于 受到 万 有 引力 的 质点 , 其 动力 学 方程 为 
d2z(7) 


= 一 和 一 14.1 
di2 zl Pe 


其 中 a = GM, G 为 万 有 引力 常数 . 
现在 可 以 证 明 在 作 前 述 的 变换 z = wz 和 式 (14.15) 后 , 可 以 由 式 (14.16) 
导出 式 (14.18). 过 程 如 下 


d2z(7) dddosbdtiN 1 d172o dw 
dr2 - 半 ( dt 革 )- 击 旬 (和 禾 ) 
和 1 dwrdw 1 d2w 
lo 了 2 和 | 


-一 "| 











mw(w*)3 


注意 到 式 (14.9) 可 知 上 式 最 后 一 项 方 括号 中 的 部 分 是 谐振 子 的 机 械 能 的 
两 倍 , 记 为 2Buw, 这 是 守恒 的 即 为 常数 , 于 是 有 


d2z(7) 4FE,, _ 4Eiz(7) 








dr mo) mlz) Wa 
于 是 , 如 令 a = 4Bw/m, 则 上 式 就 是 万 有 引力 作用 下 质点 的 运动 微分 方程 


(14.18). 
注意 , 这 种 对 侦 性 在 量子 力学 中 也 存在 , 参见 相关 文献 @. 
© Robert Hooke, 1635 一 1703， 英国 自然 哲学 家 . 


四 例如 , C. Quigg and J.L. Rosner, Quantum mechanics with applications to quarkonium, 
Phys. Rep., 56 (1979) 167-235. 
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814.3 ”习题 解答 

习题 1 试 求解 球面 摆 的 运动 方程 . 球面 摆 是 指 质量 为 m 的 质点 沿 着 
半径 为 1 的 球面 在 重力 场 中 运动 . 

解 : 设 球 坐 标 系 的 原点 位 于 摆 的 悬挂 点 , 竖 直 向 下 方向 为 z 轴 的 正方 
向 . 系统 有 两 个 自由 度 , 采用 球 坐 标 0,p 作为 广义 坐标 , 则 有 坐标 变换 关系 


r=lsingcosyp, Y=lsinbsiny, z= 1cosb, 


以 及 
=10cos0cosw— lpsingsinwy, 
y= 10cos0sing + lysing cosy, 
z= 一 10sin 0 
摆 的 动能 为 


Ti mi 十 包 十 22) = 52(O + p? sin? 0). 
以 悬挂 点 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 , 摆 的 势能 为 
U = —mgz= —mglcosb. 
于 有 是 摆 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-U= sml2(0 + psin? 0) + mglcosb. 
8p 是 循环 坐标 , 因此 广义 动量 po, 也 就 是 角 动 量 的 z 分 量 Ms 是 守恒 的 , 即 


无 
Py = 凌 三 ml sin20 = NM = const. (到 


又 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 t, 有 能 量 积分 , 即 机 械 能 守恒 


E=T+U= sml?(6? 十 bsin20) 一 maglcosb 
2 (2) 


本 1 202 M; 
一 2m 0 十 iD mgl Cos 0， 


其 中 第 三 个 等 号 利用 方程 (1) 消去 了 yp. 方程 (2) 可 以 视 为 等 效 的 一 维 问 
题 的 能 量 方程 , 于 是 可 引入 有 效 势 能 
M2? 


Went) = 2ml2 sin2 0 


一 709L cos0. 
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由 此 , 方程 (2) 可 改写 为 


解 出 0, 有 


即 





故 时 间 的 表示 式 为 
(3) 


由 此 式 原则 上 可 以 解 出 9 == 09(t). 
由 方程 (1) 可 得 
a 
再 利用 前 面 的 关系 将 上 式 中 的 训 注 六 站 db 表示 的 形式 , 则 可 得 角度 p 的 
表示 式 为 
-| 元 一 下 (4) 
“Wn mo 
由 方程 (4) 可 以 得 到 yp 与 9 之 间 的 关系 , 再 利用 方程 (3) 给 出 的 结果 可 以 
求 出 p= p(t). 
下 面具 体 讨 论 运动 的 一 些 性 质 . 由 拉 格 朗 上 日 函数 以 及 关于 0 的 拉 格 朗 
日 方程 于 本 = 0 可 得 运动 微分 方程 为 
106 一 1p2singcos0 十 gsinb 一 0. 


将 方程 (1) 代入 上 式 , 消去 yp, 可 得 


了 M2 
10— od 0 + osing =0. (5) 
考虑 在 某 一 00 附近 的 运 动 ， 设 00 是 满足 下 列 方程 的 解 
M2 | 
ma sin® Oo cos 00 一 98n Oo 对 0. (6) 
该 00 是 有 效 势 能 的 极 小 值 点 , 即 Usa| 。 一 0. 令 0=6 十 6 其 中 二 为 小 


0 一 00 


814 有 心力 场 内 的 运动 


量 . 将 其 代入 方程 (5), 并 仅 保留 到 的 一 阶 项 , 即 作 近似 


sing = sin(o + €) ~ sin to + € cos bo, 











cos0 cos(GQo+é€) _ cosbo—é€singo cosbo 一 5sinbo (1 加 人 
sin30 sins(g0+é£) (sinbo 二 Ecosbo)3 sin3 00 8 
3cos2 Oo 
sin3 Oo [es 4 导 (sn 4 让 sin to )| : 


再 利用 方程 (6), 则 有 
a g 2 > 
上 十 ss (1+3cos’ 00)€ = 0. 


可 见 在 go 附近 摆 作 频率 为 


和 / 
lcosgto 


(1 + 3cos? 0) 


€ = é€0coswt, 








这 里 取 初 位 相等 于 零 . 
再 考虑 op 的 运动 规律 .利用 角 动 量 守恒 的 表示 式 (1), 有 
M; NM; @ _ 2¢cos0o ) 
WF ml2 sin2(go + €) ~ ml?2 sin? to sin Oo l 


如 果 t= 二 0 时, wp = 二 0, 则 对 上 式 积 分 可 得 
IT- | 2cosb0 | 
nl2sin200 sin 00 WwW 


故 yp 随时 间 稳 步 增 加 的 同时 伴随 有 频率 为 w 的 小 振动 . 
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(7) 


现在 解析 地 确定 摆 的 运动 是 有 界 的 . 为 此 , 令 以 = cos0, 则 能 量 守恒 方 


程 (2) 可 以 改写 为 





2 万 MI2 2g 2g 
2 二 一 1 2 一 迄 一 一 1 2 一 一 了 ? 
mata! er T7214 加 l 一 全 l Jo， 
其 中 
E M 
es -pe es i 
flu) u(l vu ) 十 magl (1 u ) 2m213g° 


它 是 关于 以 的 三 次 多 项 式 . 可 见 , 从 形式 上 f(u) 有 性 质 


lim f(u)=+00, lim Fw) = 一 oo， 
公 一 一 CC +0% 


(8) 


(9) 
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以 及 jj 
Neye 2m 
f(w) 在 w= 一 u3 < 一 1 处 有 一 个 实 根 . 但是, 实际 上 必 有 |u| < 1, 故 这 个 
ee 因为 在 9 变化 的 过 程 中 Fu) 必须 为 正 , 则 在 [-1,1] 范围 
内 , f(u) =0 必 有 两 个 根 , 分 别 记 为 ui,uz 且 设 ul < uz, 即 





=1] < < wv < 1; 
这 样 , f(wu) 可 以 表示 为 
f(u) = (vo ui) (v2 一 如 (十 ua3). (10) 


Ul 和 ua 就 是 由 方程 已 = Uof 确定 的 两 个 0. 根据 物理 要 求 ,ul 和 ts 是 运 
动 的 转折 点 , 即 在 两 者 之 间 的 运动 是 周期 运动 ,运动 周期 了 为 


fa 二 广 去 广 
人 和 Ul A V2 Ui A Vo — 0 ay U2 — ) (ut ua) 


于 方程 (3) 在 取 定 上 下 限 分 别 为 四 (ui = cos91) 和 ba(ua = cos42) 时 
结果 . et 


2_ U2 Ul 
ss | 
2 十 U3 


2/ /2 dé 21 
- es K(k) 
2 g(ua+us) Jo V1i— «2cos26 g(u2 十 43) 


其 中 K(k) 是 第 一 类 椭圆 函数 ， 

在 ul 3S uz 时 , 解析 结果 可 以 退化 到 前 面 的 近似 结果 . ul ~ ua 表示 振 
动 的 振幅 很 小 . 令 wi 守 uz 二 uo 二 cos00, 则 有 k=0, 而 KK(0)= 7 从 f(4) 两 
pee 次 项 的 系数 可 得 关系 


也 三 Wi 十 (ua2 一 u1) sin2 6, 谋 


则 有 








U3(u1l 十 22) 一 2W1U2 = 1， 


即 
2u0u3 一 2 至 恒 
由 此 可 得 
1 二 we 


v3 一 和 
2u0 
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将 其 代入 周期 的 表示 式 中 , 有 


uo /i cos to l 
T=2r/— ss =2n /es. 
册 1 十 3u89 1 十 3cosb3 9 


这 与 用 前 面 式 (7) 给 出 的 w 计 算 的 周期 是 相同 的 . 
再 比较 flu) 的 两 种 表示 式 中 以 的 零 次 项 uw 和 二 次 项 妇 的 系数 可 得 


E 
ui 二 Wa 一 WU3 = i 
Wo E M2 
— UU2U3 = 一 一 一 一 一 一 一. 
123 mgl 2m2gl3 


将 这 两 个 方程 相 加 并 令 wi = us = uo, 则 有 

M2 
2m2gl3° 

再 代入 前 面 得 到 的 us 的 表示 式 并 整理 可 得 


M2 
— U0. 
m2gl3 0 


2u0 — 9 — udus 一 


(1— us)? 3 


这 就 是 前 面 00 满足 的 条 件 (6). 

习题 2 在 重力 场 中 质点 沿 着 圆锥 表面 运动 , 圆锥 顶 角 为 2a, 竖 直 放 
置 , 顶点 向 下 , 试 求 解 该 质点 的 运动 方程 . 

解 : 设 球 坐 标 原点 位 于 圆锥 顶点 , 极 轴 竖 直 向 上 . 取 7 和 为 广义 华 
标 , 则 有 坐标 变换 关系 


了 一 7Sinacosp，Vy 一 7Ssinawsinw， 之 一 mcOSa 
以 及 
T=r7sinacosy— ry sinasiny, 
y=7TsinQsing+rysinga cos w， 
之 一 丰 COS C. 
质点 的 动能 3 


1 1 5 
ss 本 mm 人 (人 十 咏 十 22)= 3m 十 r222 sin2 a), 


质点 的 势能 为 


U = mgz = mgr cosa. 
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拉 格 朗 上 日 函数 是 
五 一 人 一 了 = Fm(i2 + rg? sin? a) ~ mgr eos (1) 
可 见 坐 标 % 是 循环 坐标 , 故 相应 于 wp 的 广义 动量 pe 也 即 对 > 轴 的 角 动 量 
分 量 M/。 是 守恒 量 ， 
OF 


一 1 一 一 一 一 2 5 Si 一 4 Js 
Do = M; Bp 27 sin’ a = const (2) 
拉 格 并 日 函数 不 显 含 时 间 t, 故 有 能 量 积分 , 也 即 系 统 的 机 械 能 守恒 


?77 . 有 
E=T+U= 了 入 十 72022 sin2 a) 十 rngrcosa 


i 二 十 709gcosaw 
二 二 m7 十 一 一 一 2 一 十 mg cosa, 
2 2mr2 sin2 a a 


其 中 第 三 个 等 号 利用 了 式 (2). 类 似 于 习题 1, 可 以 引入 有 效 势 能 


M2 
Ueft (7T) = —— OO— + Mgr Cos &, (4) 
2m7? sin’ oa 


则 能 量 关系 式 (3) 可 以 改写 为 


机 网 
E= sm + Uea(r). 


= VE- Urn(n), dr= /ZE Ur(n)dt 


对 上 式 积 分 , 有 
/es 


由 上 式 可 得 


— Uef (7 )] 


这 将 给 出 7 = 7r(t). 
角 动 量 守 恒 式 (2) 给 出 关系 
M; IT: dr 
se mr? sin? a > mr?2sin*a /2 . 
元 巴 Cr Uerr (7)] 


其 中 第 二 个 等 号 代入 了 能 量 守恒 给 出 的 关系 式 (3). 于 是 


M, dr 
sin? aV2m } r2VIE — Datr) 
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该 式 将 给 出 与 7 的 关系 , 由 此 利用 前 面 的 结果 可 得 p= w(t). 
当 Ms 关 0 时 , 条件 互 = Uer(7) 是 关于 7 的 三 次 方程 , 即 


2m2gr? sin2 acosa — 2mEr?sin? a + M2 =0, 


它 有 两 个 正 根 . 这 两 个 根 确定 了 锥 面 上 的 两 个 水 平 圆 , 相应 于 竖 直 方向 上 
运动 的 转折 点 , 于 是 质点 运动 的 轨道 处 于 这 两 个 圆 之 间 . 
完全 类 似 于 习题 1 可 以 对 质点 的 运 人 





虑 有 效 势能 Usa(r) 的 极 小 值 点 mo 附近 的 运动 . 由 Ucn| 。 = 0 可 得 
r=r0 
M2 
和 + mgcosa=0, (5) 
77270 SID a 
即 
M2 Wa 
70 一 (二 ， (6) 
m2 gsin GCCOS CC 


ERA 动 . 由 上 式 以 及 M, = 
mr8posin?a 可 得 该 圆周 运动 的 角速度 为 


COSO 
名 = (7) 
ro Sin” a 
由 拉 格 朗 日 函数 (1) 以 及 关于 + 的 拉 格 朗 日 方程 和 =0 可 得 


运动 微分 方程 为 
六 一 7O2sin2a 十 gcosa = 0. 
用 式 (2) 代入 上 式 消去 jp, 有 
M2 
We 
令 r= 二 ro 十 p, 其 中 pp 是 小 量 ,代入 上 式 并 仅 保留 到 p 的 一 阶 项 , 同时 利用 式 
(5), 则 可 得 


十 gcosa 一 0. (8) 


3M2 
B+ pd. 
nm 70 SID OQ 


这 是 沿 了 方向 在 ro 附近 的 频率 为 


2 3M2 _ 3gcosa 
人 m2ré sin2 a ro ey 
的 简 谐 振动 . 由 式 (7) 和 式 (9) 可 得 径 向 和 ww 方向 运动 的 频率 之 比 为 
上 


-3 二 3sin2 a. 
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一 般 情况 下 , 该 比值 不 是 有 理 分 数 的 平方 , 故 质点 运动 的 轨道 不 封闭 ,虽然 
运动 是 有 界 的 . 对 于 本 问题 ,封闭 的 条 件 将 对 圆锥 顶 角 的 取 值 施加 限制 . 例 
如 , 如 果 令 比值 等 于 1, 则 有 sina = I 

关于 本 问题 中 质点 运动 情况 的 系统 讨论 可 参见 有 关 文 献 @. 

习题 3 试 求解 质量 为 m2 的 平面 摆 的 运动 方程 , 摆 的 悬挂 点 质量 为 
mi, 可 以 沿 着 mo 运动 的 平面 内 的 水 平 线 运动 ( 见 图 02). 

解 : 设 悬 挂 点 水 平 坐标 为 x, 摆 线 与 坚 方 向 的 夹 角 为 p.85 习题 2 已 给 
出 系统 的 动能 为 

a 3(ma 十 7m2)22 十 3ma (12p2 + 2lip coswp). 


U = m2gy2 = —m2gl cosy, 
系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 1 
L=T-U= 3 (mi 十 yz) 之 2 十 本 7m2 (1222 十 272 cos OP) + m2glceosy. 


可 见 夺 一 0, 即 xz 是 循环 举 标 . 因此 , 广义 动量 已 也 就 是 系统 的 总 动量 的 
水 平分 量 守恒 
oL , 
Pe = = (m+ ma)t+ malpeosyp = const. (1) 
并 


设 初始 时 卫 = 所 一 0, 即将 体系 整体 看 作 静 止 的 , 则 有 const = 0. 由 此 可 得 


j= Tapcosp (2) 


m1 十 m2 


利用 初始 条 件 , 对 式 (1) 积分 一 次 给 出 关系 式 
(mi + m2)z + mol siny = const. (3) 


这 表示 系统 的 质心 在 水 平方 向 上 是 静止 的 . 


@ 例如 , R. Lpez-Ruiz and A. F. Pacheco, Sliding on the inside of a conical surface, Bur. 
J. Phys., 23(2002) 579-589. 该 问题 的 一 个 推广 可 参见 I. Campos, J. L. Fernéndez-Chapou, 
A. L. Salas-Brito, and C A Vargas, A sphere rolling on the inside surface of a cone, Eur. J. 
Phys., 27(2006) 567-576. 
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拉 格 朗 上 日 函数 不 显 含 时 间 刀 有 能 量 积 分 即 系统 的 机 械 能 是 守恒 的 . 利 
用 式 (2), 能 量 可 以 表示 为 


人 2 
m2ly cos 2 ) 


1 
E=T+U== 3 (ra + ma) (- 
7721 十 7722 


77227 凡 coOS 


— m2glcos 
7721 十 m2 )| 0 加 


1 
3™m2 ey +2lpcoswp (- 


1 .omMm1 十 m2 sin2 
2 a ee 
7721 mo 


.1 /2(m+m2) /E+m2glcosp 
= ”人 i 
M2 m1 二 m2 SID”(2 
a 
fy M2 站 Mi 十 m2 sin arg 
2(mi + mz) Ei+m2glcosy 


该 式 将 给 出 关系 p= p(t). 
利用 式 (3), 用 yp 表示 mo 的 坐标 zo 二 2 十 lsiny, yo = 二 1cosyp, 有 


一 m2gl cosw. 


由 此 可 得 


对 上 式 积 分 , 有 


ve Li 
Ee dL sR RL 
m1 十 mo m1 + me 


Vy2 = lcosy, 
其 中 cc 就 是 式 (3) 中 的 const. 上 两 式 消 去 p, 有 
bz 一 c/(ma+rma 好 


ml/(m+ma)] RB 


此 即 质点 的 轨道 方程 ,这 是 水 平 半 轴 为 4 竖 直 半 轴 为 1 的 椭圆 的 
(mi + m2) 


一 部 分 , 椭圆 中 心 位 于 (c/(mi 十 m2),0). 当 ma 一 co 时 ,有 
72+ 好 = 


即 质点 mo 的 轨道 是 圆 孤 的 一 部 分 , 这 是 我 们 熟知 的 单 摆 运 动 
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815 开 普 勒 问题 
815.1 


内 容 提要 
平方 反比 力 场 中 质点 的 轨道 问题 称 为 开 普 勒 8 问题 . 
1. 对 于 平方 反比 引力 场 , 有 























Ei = (015.1) 
其 中 a > 0, 相应 的 轨道 方程 是 圆锥 曲线 方程 , 即 
ER = 5 
~ 1+ecosp’ a 
这 里 选取 极 轴 通过 轨道 的 近 心 点 , 其 中 参数 
Ee (015.4) 
ma ma 
2 和 e 分 别称 为 半 正 焦 纺 和 偏心 率 . 
() 当 互 <0, 即 e<1 时 ,轨道 为 椭圆 ,运动 有 界 . 椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 
轴 分 别 为 : 和 
人 ep 寺 交 生生 
oT pA (015.6) 
运动 周期 了 与 轨道 参数 和 其 它 参 数 的 关系 为 
3 mm mm 
T = 2na3 T=7a 3 (015.8) 


提 ) 当 如 > 0 时, 偏心 率 e > 1, 轨道 是 绕 过 场 中 心 (内 焦点 ) 的 双 曲 线 ， 
这 是 无 界 运动 . 近 心 点 到 场 中 心 的 距离 为 


i ee =a(e—1), (015.9) 
其 中 
也 (24 
i 
是 双 曲 线 的 “ 半 轴 ”. 


2 已 


(ii) 当 恕 = 0, 即 e=1 时 , 轨道 是 抛物 线 , 运动 也 是 无 界 的 . 近 心 点 到 
中 心 的 距离 为 





Tmin 一 


? 
3 


中 Johannes Kepler, 1571 一 1630, 德国 数学 家 , 天 文学 家 . 
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当 质 点 自 无 穷 远 处 从 静止 开始 运动 , 就 是 这 种 情况 . 

利用 轨道 方程 , 可 以 求 出 > 以 及 相应 的 笛 卡 儿 坐 标 xz,y 与 时 间 t 的 参 
数 方程 (o15.10), (o15.11) 和 (o15.12). 

2. 对 于 平方 反比 斥 力 场 ， 


U= ~ (a >0) (015.13) 
运动 总 是 无 界 的 , 轨道 是 双 曲 线 


Dp 
= Oy 15.14 
" 一 1 十 ecosw 人 5 


其 中 p 和 e 由 公式 (ol15.4) 确定 . 近 心 点 距离 为 


全 运 三 二 = ale 十 1). (015.15) 


3. Runge-Lenz 矢量 
对 于 有 心力 场 
U0 = 二 ，(a 的 符号 任意 ) 


中 运动 的 质点 , 存在 一 个 特有 的 运动 积分 , 通常 称 为 Runge-Lenz 矢量 ， 
VXM+ 全 一 ES (015.17) 

其 方向 沿 着 半 长 轴 从 焦点 指向 近 心 点 , 大 小 等 于 ae. 

815.2 内容 补充 


1. 有 效 势能 与 其 极 小 值 (公式 (o15.3)) 
力 场 (o15.1) 相应 的 有 效 势 能 为 


(015.2) 


对 Uog 求 7 的 导数 得 


d j [ey M? 
(Ue ) 一 (Cef) = i SS pepe 


， 172 
令 (Vor) = 0 得 到 它 的 极 值 点 位 于 = 3 处 . 当 = 3 时 ,Ur 的 值 为 
2 
2 而 在 极 值 点 处 有 


”21M2 
( —2o 3M? ) 
a 3 十 4 
M2 LA mr 





d2 
机 5 (Cef) 














f= r= M2 MS 
ma 
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即 在 该 点 有 效 势 能 取 极 小 值 


ma 
(Ue ) min = ~ 9M2 
2. 势 函 数 (o15.1) 与 轨道 方程 (015.5) 
将 势 函 数 U= 一 a/r 代入 式 (o14.7), 有 


Mr)dr 


J (E- 9 部 


(M/r2)dr 


2 
| MT a M) 


2mE + m?2o2/M? 


(M 一 r*)dr 
了 const = 下 const 


十 const. 


作 变 量 代 换 , 令 








二 M/r— ma/M 
V2mE + m2o2/M? 
则 有 
ey (M/r’)dr | 
V2mE + m?a?/M? 
将 dz 和 zz 代入 前 面 的 表示 式 中 进行 积分 可 得 
4 十 congst = arccosz + const 
V1i—zx2 
M/r—ma/M 
二 arCCOS 十 const. 
V2mE + m2?o2/M? 


将 此 式 改 写 就 可 得 到 方程 (015.5). 

3. Binet 公式 与 轨道 方程 

平方 反比 力作 用 下 的 质点 的 轨道 方程 还 可 以 通过 所 谓 的 Binet@ 公式 
比较 简单 的 求 出 . 

由 拉 格 朗 日 函数 (o14.1), 相应 于 7 的 拉 格 朗 日 方程 为 





mm 人 一 ro2) = 二 (15.1) 
这 实际 上 是 沿 径 向 的 动力 学 微分 方程 . 作 变 量 代 换 
1 
全 一 一， 


六 


@ Jacques Philippe Marie Binet, 1786 一 1856, 法 国 数学 家 , 物理 学 家 和 天 文学 家 . 
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将 7 视 为 e 的 函数 , 再 考虑 到 角 动 量 守恒 定律 (ol14.2), 则 有 
. drdudp 2dudp Mdu 











du do dt dw dt m dp 
:dd _Mdu dp _ Mdu M __M 2d ou 
dt dy mdp)j dt mdp? \mr?/) ma" dpP2 
将 它们 代入 方程 (15.1) 可 将 其 改写 为 
d2u(w) mm dUl(u) 
i 9 
该 方程 称 为 Binet 公式 . 
当 U= 二 Qu 时 , 由 Binet 公式 (15.2) 可 得 方程 
2 ， 
d*u(y) __ma (15.3) 





dp? “TM 
该 方程 的 章 次 方程 5 +u=0 有 角 
up) = Acos(p + po), 


其 中 4 和 yo 为 积分 常数 . 可 以 选取 极 轴 使 得 wo = 0. 方程 (15.3) 的 非 齐 次 
项 是 常数 , 故 其 特 解 为 


MAO 
一 了 
于 是 , 根据 常 微 分 方程 的 理论 可 知 方程 (15.3) 的 通 解 为 


二 





ma 
u(P) = Acosyp— 也 5， (15.4) 
即 有 
| M?/(mlal) p 
7 = (D5) 
Acosyp— NW -sign(o)+ 人 eo sign (a)+ecosyp 


其 中 sign (Q) 是 符号 函数 


. 1 (a > 0) 
sign (a) = | 
—1, (a<0) 


而 p 与 式 (015.4) 中 的 相同 . 
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为 了 说 明 式 (15.5) 中 的 。 = 人 也 与 式 (015.4) 给 出 的 。 相 同 , 需要 
将 积分 常数 4 用 角 动 量 M 和 机 械 能 表示 出 来 . 仅 考虑 引力 情况 , 即 有 
a <0. 因为 p=0 时 ,由 式 (15.5) 可 得 + 二 rmin = 一 ,这 对 应 于 转折 点 , 此 


1 十 e” 
时 ,7 =0, 则 由 机 械 能 守恒 定律 , 得 





2 
1 /2 252 CO_1 2 M lal 
B= 2m(r 二 7? ) 丰 7 = 3min | 7 ”一 一 





2 Ti Tmin 
__M _la_MUte) lallt+e) 
2m72i rnin 2mp? p 


_ 到 lee — 1) 


本 $ 


2M? 
2EM? E 


这 确实 与 式 (o15.4) 给 出 的 e 相同 . 对 于 斥 力 场 的 情况 可 类 似 地 讨论 . 

用 Binet 公式 求 轨 道 方程 , 省 去 了 求 复杂 积分 的 过 程 , 但 是 积分 常数 与 
M 和 瑟 的 关系 需要 用 另外 的 方式 确定 , 而 在 积分 法 求解 中 这 个 关系 可 以 
直接 得 出 . 两 种 方法 各 有 利弊. 

4. 椭圆 轨道 的 几何 参数 (方程 (o15.6)) 


由 此 可 得 








轨道 方程 为 
有 也 
1 十 ecos% 
对 于 椭圆 轨道 的 近 心 点 和 远 心 点 分 别 有 cosp =1 和 cosp = 一 1, 即 有 
Ne 
min 1 max nn 加 e 
故 对 椭圆 轨道 ,有 半 长 轴 为 
_Tmin+Tmax pp _ a 
四 2 -2 lal’ 


其 中 第 三 个 等 号 利用 了 参数 的 定义 (o15.4) 以 及 巨 < 0 的 特点 . 又 据 半 长 
轴 和 半 短 轴 之 间 的 关系 , 有 


M 
9 
"TJ 于 夯 


ab 的 上 述 关 系 是 将 几何 参数 与 初始 条 件 建立 了 联系 , 因为 EE 和 M 的 值 
由 初始 条 件 确 定 . 
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5. 椭圆 轨道 的 运动 周期 (公式 (o15.8)) 
对 椭圆 轨道 , 由 式 (015.6) 知 半 长 轴 和 半 短 轴 分 别 为 





ee 人 b= M 
2B V2amlal 
则 椭圆 轨道 的 面积 为 
Ma 
ff =.= 一 一 工 . 


2V2m|El 
将 此 式 代 入 由 掠 面 速度 表示 的 角 动 量 守 恒定 律 (014.3) 对 一 个 周期 了 的 积 
分 式 TM = 2mf 中 , 可 得 运动 周期 了 为 


T=-20f_. mo = m 


M fi EE 2|E|” 
这 就 是 常 说 的 开 普 勒 第 三 定律 . 
6. 双 曲 线 轨道 的 参数 方程 (公式 (o15.12)) 


对 双 曲 线 轨道 , 马 > 0, 相应 的 几何 参数 为 


y 1 
Ae 有 


更 = 三 于 VE 
将 势 函 数 (015.1) 代入 式 (014.6), 再 利用 上 述 参数 以 及 关系 o2 +b = a2e2 


有 
mm rdr ma madly 
/| J 
作 变 量 代 换 7 = a(ecoshét -1), 则 有 


dr=aesinhédé, (r+a)?*— a?e? = a?e?(cosh? € — 1)= a?e?sinh?é, 


3 nm 
上 一 VE /ecoe- 1)de = i (esinhé — €) 十 const. 


选取 时 间 起 点 使 const = 0, 则 上 式 为 式 oh 的 第 二 式 . 
因为 z =rcosp, 利用 轨道 方程 pr =1+ecosp 以 及 各 参数 之 间 的 关 
系 , 有 

















于 是 


er 一 ercosp =p—r=a(e:—1)—a(ecoshét—1)= aec(e— coshé), 


印 


T=a(e mcoshé). 
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利用 关系 到 十 22 2 有 





r2— zx?2 = Vai(ecosht —1)2— a2(e — coshé£)? =aV(e? — 1)sinhé. 


综合 上 述 结 果 , 有 双 曲 线 轨道 相应 的 参数 方程 为 (015.12). 
7. 相 斥 场 与 轨道 参数 方程 (公式 (o15.16)) 
对 相 斥 场 ,U = a/r7, 将 其 代入 式 (014.6), 有 


m dr [| m dr 
:=y3/ VE oar Mijomra 0 | 
又 由 参数 之 间 的 关系 


p Ge M 
二 一 一 一 一 一 ， b= 一 一 -一 ， b= 2 一 1， 
“人 Va 0 


[ma d 
a | i 
作 变 量 代 换 7 = a(ecosht 十 1), 有 


dr = ae sinh €dé, (7 — a)? 一 a2e2 = a?e? sinh? €. 


£ 二 VE /Com + 1)dé = Ly 十 &) 十 const. 
a a 


选取 时 间 起 点 使 const = 0, 则 上 式 就 是 式 (o15.16) 中 的 第 二 式 . 
因为 xz =rcosw, 利 用 轨道 方程 p/r = -1+ecosp 以 及 参数 之 间 的 关系 
(ol15.15), 可 得 


于 是 


er =ercosp=p+r7r=a(e: —1)+a(ecoshét +1)= ae(coshé + e), 


即 
T=al(coshét+e). 


由 关系 x22 十 这 = 二 72, 可 得 
2 一 22 一 Va2(ecoshE 十 1)2 一 a2(coshe 十 e)j2 王 avVe2 一 1sinhe. 
综合 上 述 结 果 , 可 得 相 斥 场 下 轨道 方程 的 参数 方程 为 (015.16). 
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8. 转折 点 与 轨道 类 型 
对 于 有 心力 场 
U=°, (a 的 符号 任意 ) 


中 运动 的 质点 , 转折 点 满足 的 方程 (014.9) 为 
oa M? 


r 2mr2 
下 面 分 几 种 情况 讨论 式 (15.7) 的 解 . 
(A) a <0, 即 a= 一 |al, 引力 场 
Qi) 如果 马 = 0, 则 方程 (15.7) 仅 有 一 个 解 
M? M? 
2ma 2mlal’ 
即 仅 有 一 个 转折 点 . 轨道 无 界 , 这 对 应 于 抛物 线 轨道 . 
(ii 如 果 妃 关 0, 则 方程 (15.7) 变 为 





一 万 . (15.7) 





六 三 一 


2mEr? + 2mlalr 一 M2 = 0, 


—mlal+tVm?lal?+2mEM? |al| 2EM? 
= 三 一 = | 一 1 十 4/1 十 E 
2mE 2E mlal? 


对 于 物理 上 有 意义 的 解 应 有 7 0. 
(a) 如 果 已 > 0, 则 仅 有 一 个 转折 点 , 相应 的 为 


| 一 十 14 2 
2E mlal?2 | 


即 有 














该 + 值 即 近 心 点 与 力 心 的 距离 , 与 式 (o15.9) 相同 . 此 时 轨道 是 无 界 的 , 实际 
上 是 双 曲 线 的 一 支 , 力 心 位 于 该 分 支 的 内 侧 . 
(b) 如 果 巨 < 0, 则 有 两 个 转折 点 . 令 马 = 一 |B|, 相应 的 7 分别 为 


ma [i ME 
™™ 2|E| mlal? 


它们 分 别 与 式 (o15.7) 的 两 个 距离 相同 . 该 情况 下 , 质点 的 运动 位 于 rmin < 
7 < rmax 区 间 中 , 轨道 是 有 界 的 , 实际 上 是 椭圆 . 


Ilal 


0 _ 2|BIM? 
9) min 2|E| 


ml|al? 
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(B) a > 0, 即 相 斥 力 场 
在 该 情况 下 , 方程 (15.7) 变 为 


2mEr? — 2mar 一 M? = 0. 
要 保证 上 述 方 程 有 实 的 且 非 负 的 解 7, 必 有 互 寺 0. 于 是 ,有 
2EM? 


ma2 





区 尘 1] 土 和 /1 十 


本 





当 瓦 <0 时 , 均 有 7<0, 不 符合 物理 要 求 . 因此 , 仅 有 的 可 能 是 >0, 此 时 
有 一 个 转折 点 


人 
2E 
7 为 近 心 点 与 力 心 的 距离 , 与 式 (o15.15) 相同 . 该 情况 下 , 轨道 是 无 界 的 ， 

实际 上 是 双 有 曲线 的 一 支 , 力 心 位 于 其 外 侧 . 

人 通过 转折 点 方程 原则 上 只 能 确定 轨道 是 有 界 还 是 无 界 ,但 
不 能 确定 轨道 是 否 封闭 . 

9. 质点 沿 吉 并 运动 的 时 间 与 一 个 运动 特点 @ 

力学 教材 中 一 般 仅 讨论 质点 作 椭 圆 轨道 运动 的 周期 , 而 不 涉及 在 其 上 
任意 两 点 间 运 动 时 间 的 计算 问题 . 实际 上 , 利用 掠 面 速度 公式 可 以 简便 地 
求 出 这 样 的 运动 时 间 . 

设 太阳 位 于 椭圆 的 左 焦点 ( 见 图 3.1), 行星 沿 顺 时 针 方 向 在 椭圆 轨道 

运动 , 椭圆 方程 为 





一 





1 二 志和 古 
m 


Ek a (15.8) 
th 
在 导出 运 z 动 时 间 的 表示 式 时 可 以 仅 考虑 > 0 的 情况 








由 掠 面 速度 公式 (ol14.3) 
s 革 
f=3h, (15.9) 





@ 鞠 国 兴 . 行星 绕 日 运动 时 间 的 简便 计算 方法 . 大 学 物理 , 2009, 28(3): 13-14. 
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其 中 更 = ~ 为 常数 , 可 得 行星 从 轨道 上 的 A(xzi,w1) 运动 到 B(zo,yo) 的 时 
间 t 为 

= 7Al, (15.10) 
其 中 A 为 径 和 撩 扫 过 的 面积 . 为 求 人 f, 采用 平面 极 坐 标 系 , 设 相 应 于 4 和 
B 的 极 角 分 别 为 wm 和 wa (这 里 设 el > wz), 则 有 


Pp2 Tr(P) P21, 
Ar 人 up/ rdr < ~r2(p)dwy. (15.11) 
Pp1 0 pl 2 


将 极 坐 标 系 下 的 轨道 方程 = r(p) 代入 上 式 就 可 求 出 t. 在 上 述 约定 下 , 轨 
道 方程 (15.8) 可 改写 为 


t 


(a? 一 c2?)/a 


2D a (15.12) 
1] 一 一 Cosw 
a 
其 中 所 用 到 的 直角 坐标 和 极 坐 标 之 间 的 关系 为 
LZ+c=rcosyp, Y= rsingy. (15.13) 


将 式 (15.12) 代入 式 (15.11) 和 (15.10), 再 利用 积分 公式 








{ dp 1 csinw 可 2a ea [on oe Ear 
Wr aa 一 一 一 一- 了 I Po 5 
(一 ccosp)2 ao2 一 c2 |a 一 ccosmp Val—e Q 一 C 2 


可 得 时 间 的 表示 式 为 


2 2 ; 
a”—c csin 2a Q 十 C D 
和 二 a 十 arctan tan 于 
h Q 一 CCOS Q2 一 c2 Q 一 ec 2 


可 见 , 只 要 给 出 gi, wz 由 上 式 就 可 以 求 出 在 特定 椭圆 轨道 上 任意 两 点 之 间 
运动 的 时 间 . 对 于 mwl = 7, wz = 0 的 特殊 情况 , 可 得 t+ = -xaVa? 一 c2/h = 
一 xtab/h = 一 xabm/M, 即 半 个 周期 , 这 与 式 (015.8) 给 出 的 结果 是 一 致 的 . 这 
里 负 号 的 出 现 是 由 于 极 角 是 以 逆 时 针 方 向 为 增 大 的 方向 而 引起 的 . 

下 面 从 力 的 角度 分 析 在 -as <z<ay>0 以 及 -aa<7rz<ay<0 的 范 
围 内 , 力 沿 轨道 切 向 的 分 量 是 不 改变 符号 的 , 即行 星 在 这 些 区 间 中 或 者 加 
速 运动 或 者 减速 运动 而 不 会 二 者 兼 而 有 之 . 设 轨道 切 向 的 正方 向 er 指向 
运动 方向 ( 见 图 3.1). 由 方程 (15.8) 可 得 椭圆 上 任意 一 点 的 斜率 为 


Pp2 





(15.15) 








1 





(15.16) 
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其 中 右边 的 符号 中 上 面 的 “- ”对 应 于 y > 0, 下 面 的 “+” 对 应 于 y<0. 下 
文中 采用 与 此 相同 的 约定 . 由 上 式 并 根据 几何 关系 可 得 轨道 切 向 单位 矢 
量 的 表示 式 为 

er 一 一 [taVe — xX2ezr 一 bzey| ; (15.17) 
其 中 er,ey 分 别 为 沿 z,y 轴 正 方向 的 单位 矢量 . 太阳 对 行星 的 万 有 引力 的 
表示 式 为 


人 他 








下 二 二 eet yeul (15.18) 
引力 沿 切 向 的 分 量 为 
i 





aa2c a2 一 了 2 
于 (cz 十 a2)2 /ad4 一 c272- L109 


可 见 在 y > 0 的 区 域 中 , 引力 的 切 向 分 量 的 方向 与 运动 方向 相反 , 而 在 y <0 
的 区 域 则 相同 , 因此 前 者 是 减速 运动 而 后 者 是 加 速 运 动 . 

10. 平方 反比 力 场 Runge-Lenz 矢量 的 导出 , 轨道 方程 

《力学 》 中 是 先 给 出 Runge-Lenz 矢量 , 再 证 明 它 是 运动 积分 的 . 实际 上 
用 矢量 分 析 的 方法 可 以 导出 该 运动 积分 , 同时 利用 它 不 必 求 解 相关 的 微分 
方程 就 可 以 方便 地 求 出 轨道 方程. 

对 于 有 心力 场 , 因为 角 动 量 是 守恒 的 , 即 5 -0, 则 求 wx M 对 时 间 
的 导数 , 有 


一 二 Fr x (rr Xx my) = 二 [r(r 了 ) 一 v( 7)] 


= 3- 各 = 人 |r 各) -第 叫 
| 


当 考 虑 平方 反比 力 场 时 ,有 Fr) = 则 上 式 右 端的 Ptr)r2 = a 为 常数 , 因 
此 右 端 是 时 间 的 全 微分 , 即 有 
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也 即 


(vxM+T) = 区 (15.20) 


于 是 有 下 列 矢 量 即 Runge-Lenz 矢量 为 运动 积分 
B=vxM+ = const. (15;21) 
上 面 的 推导 过 程 可 以 表明 这 样 的 运动 积分 是 平方 反比 力 场所 独 有 的 . 
下 面 利 用 Runge-Lenz 矢量 求 质点 的 轨道 方程 . 因为 角 动 量 M 与 轨道 
平面 垂直 , 即 M.r=0, 则 有 
B.M -= (vx M+ ).M=(vxM).M=0, 


即 B 与 M 也 是 相互 王 直 的 , 于 是 Runge-Lenz 矢量 B 位 于 轨道 平面 内 . 利 
用 式 (15.21), 则 角 动 量 的 大 小 可 以 表示 为 


M2=-M:M=M:rxD=r:pxM)=mr'( 妃 - 王 ) 
Tr (15.22) 


=mrBcosyp — mar = mrBeosy— sign(a)mlalr, 
其 中 vy 是 Runge-Lenz 矢量 B 与 位 和 撩 7 之 间 的 夹 角 , 也 即 是 以 B 的 正方 向 
作为 角 和 坐标 的 初始 位 置 的 . 由 上 式 解 出 7, 有 
M? /mlal Dp 
7 一- 一 一 = 一 一 一 一， (15.23) 
一 sign (Q) 十 os “ign le) he enswp 
其 中 p= M2?/mlal. 偏心 率 e 与 M 和 瑟 的 关系 很 容易 求 出 来 ， 
一 上 -上 
lal la 


因 w 垂直 于 M, 则 vx Ml?=wM?. 又 因 r7z.(vwxM)=M.(rxw)= 
2 

工 M.M = 2, 上 式 可 改写 为 

mm mm 


2M2E 
€ 三 v2M? + a2 + EM? = 1 十 3mv? + = /1++ eo, 
la 2 ( mlal? 


其 中 瓦 是 系统 的 机 械 能 . 这 与 前 面 得 到 的 结果 是 相同 的 . 

上 面 的 讨论 还 表明 , 对 于 吸引 力 , 即 a < 0 的 情况 ,Runge-Lenz 矢量 是 
沿 着 近 心 点 与 力 心 的 连 线 方向 , 且 指 向 近 心 点 的 . 因为 po 是 相对 于 B 量度 
的 , 而 p = 0 时 , (15.23) 表示 > 将 取 极 小 值 rain = 于 二, 即 为 近 心 点 . 因为 





(ox m+ T= MP ro ta (ox M) 
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B 保持 方向 和 大 小 不 变 , 则 近 心 点 的 位 置 在 空间 是 固定 不 变 的 . 

需要 说 明 的 是 , 对 于 平方 反比 这 个 有 心力 场 ,存在 三 个 运动 积分 : 角 动 
量 、 机 械 能 和 Runge-Lenz 矢量 , 它们 分 别 对 在 该 力 场 中 运动 的 质点 的 轨道 
作出 相应 的 限制 . 角 动 量 守恒 表明 质点 在 垂直 于 M 的 固定 平面 内 作 平 面 
运动 , 机 械 能 守恒 确定 平面 轨道 运动 的 偏心 率 , 而 Runge-Lenz 矢量 表明 轴 
道 是 封闭 的 ( 仅 对 a < 0, 即 吸 引力 情况 ). 

11. 重力 场 中 的 Runge-Lenz 型 运动 积分 

重力 是 万 有 引力 的 特殊 表现 , 通常 将 重力 场 视 为 平行 力 场 , 此 时 参考 
点 选 在 地 心 不 会 带 来 任何 方便 之 处 . 我 们 往往 习惯 地 将 参考 点 取 在 地 面 
上 的 某 处 ( 记 为 0), 该 处 竖 直 向 上 的 方向 取 为 坐标 轴 Oz 的 正方 向 . 因为 
重力 场 具 有 绕 z 轴 的 旋转 对 称 性 , 我 们 采用 柱 坐 标 系 . 极 坐标 平面 位 于 水 
平面 内 , 极点 为 参考 点 0. 设 ey,ew,e: 分 别 为 极 坐标 平面 内 径 向 、 横 向 和 
Oz 轴 正 方向 的 单位 矢量 , 则 重力 可 以 表示 为 = -mge-, 质点 的 位 矢 为 
7 = pep 十 zez. 质点 的 速度 为 


v= Vpep t+ VpEeyp + Vzez = pep + ppey + Zez. 


类 似 于 对 平方 反比 力 场 中 Runge-Lenz 矢量 的 导出 , 我 们 考虑 wx 的 
时 间 变 化 率 . 但 是 , 这 里 要 注意 到 dM/dt=L=rxF#z0， es = 0, 有 
(vxM= xM+tvx =m x(rxv) tox 
=Fx(rxv)+vx (rxF) 
=—mgez X (Tr Xv)— mgv x (r x ez) 
= —mge: X (Tr x v)— mg [7r x (7 x e2)] + mgr x (v x e;). 
(15.24) 
可 见 , 上 式 右边 不 能 写 为 某 一 函数 对 时 间 的 全 微分 . 因此 , 一 般 而 言 不 存在 
类 似 于 Runge-Lenz 矢量 的 守恒 量 . 
将 柱 坐 标 系 中 质点 的 位 矢 和 速度 的 表示 式 代 和 人 式 (15.24), 将 其 右边 改 
写 为 分 量 形式 , 则 有 
a pb i d 1 3 
ml? )=—mgl(ip 一 2zp)en 一 2zppen] 一 mg (zpep — 37 ez|， 
右边 有 一 部 分 可 以 写 为 时 间 的 全 微分 , 而 不 能 写 为 时 间 全 微分 的 部 分 是 位 
鞠 国 兴 . 重力 场 , 运动 积分 与 可 积 性 . 大 学 物理 , 2011, 30(3): 1-4. 
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于 水 平面 内 的 分 量 . 如 果 仅 考虑 沿 z 方向 的 分 量 , 则 有 


Flt x AM) .ez] = mg (37) 


即 
| x M):e,— mg = (0: 
和 下 去 动 的 质点 , 除了 机 械 能 以 及 角 动 量 的 z 分 量 这 两 
运动 积分 外 , 还 存在 一 个 新 的 运动 积 


= (vx M).e, -amgp” 





_1 py 1 2 
区 Ppz) 十 B 5379p (15.26) 
1 ll 5 
= [zpz + py) — (zpz + ypy)pz] 一 50g(z2 十 扫 )， 
述 运 动 


其 中 第 二 和 第 三 行 分 别 写 出 了 柱 坐 标 系 和 直角 坐标 系 中 的 形式 . 上 
分 (15.26) 是 Runge-Lenz 矢量 在 重力 场 中 的 对 应 量 , 故 称 之 为 Runge-Lenz 


型 运动 积分 . 
815.3 “习题 解答 
习题 1 质点 在 场 U= 一 a/r 内 沿 着 抛物 线 运动 ,能 量 马 =0, 试 求 质点 
坐标 对 时 间 的 依赖 关系 . 
. 由 式 (014.6) 代入 瑟 =0, 得 


解 : 本 题 要 求 抛物 线 轨 道 相 应 的 参数 方程 
rdr 
ee | /EE_ 


12 
作 变 量 代 换 了 二 3p(1 + 7),p 2 册 寿 下 = 冯 本 性 是 上 或 相 朗 六 





其 实 也 可 以 直接 利 A ss 
解 , 这 样 就 可 以 得 到 


a 
3a \ma m m2 
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作 前 述 的 变量 变换 可 得 与 前 面相 同 的 结果 . 
因为 z= 二 rcosw, 利用 轨道 方程 pr=1+coso, 则 有 





1 下 
T=rcosp=p—r=p 5P(I FF 72) 一 5P(1 72). 


利用 关系 z2 二 =r2, 有 


y= Vr2 一 z2 = Ba 1)| 性 Be 3 由] = pn. 


注意 , 因为 了 的 取 值 范围 是 [0,co), 则 有 -co <7 < co. 

习题 2 质点 在 有 心力 场 U = 一 a/r? (a > 0) 内 运动 , 试 积 分 求解 运动 
方程 . 

解 : 将 势 函 数 代 入 式 (014.6), 得 


:| lp a 本 人/ PE 


-有 


这 给 出 了 与 时 间 蕊 的 关系 了 一 7( 昌 )， 











(1) 





2E ， M? 
r=4/—t 


A 
m E 2mE. 


为 求 w 与 时 间 t 的 关系 二 w(t), 先 求 r 二 7(yp). 由 式 (014.7), 适当 选取 
oO 的 起 始 线 可 以 使 得 其 中 的 const =0, 则 有 


Mdr/r? = —Mdu 
a M? M? | 
加 二 er [e+ (e- 车 ) 中 | 
积分 的 结果 取决 于 参数 的 不 同 取 值 , 可 以 分 为 几 种 情况 . 
2 
i 当 B>0, 3 一 a 一 有 > 0 时 ， 则 式 (2) 变 为 


M 3/ du M 
= aTCCOS 


~ 
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即 








当 yp =0 时 ,7 有 极 小 值 


M? — 2ma 
Tmin 一 (3) 


即 二 0 所 在 位 置 是 近 心 点 与 力 心 的 连 线 , 因为 > 0, 则 的 取 值 受 到 限 


i 2me 
制 . s oor ( 一 驹 )-， 即 一 土 


时 ,7 一 00, 故 wy 的 取 值 
2ma 
入 五 


A A 
2 站 272a 
ma 
WT i 
这 种 情况 下 的 典型 轨道 是 螺旋 线 , 常 称 为 Cotes@ 螺旋 线 . 


b) 当下 则 有 
2m, 


范围 为 





arcsinh 


人 
V2mB 上 nr V2mpB VE/B 


即 








EL 加 . V2mp A 2mbE 2772C 
rr 1 Ssinn ( M ?) -ma ( M3 -中 


同样 p 的 取 值 也 受到 限制 以 保证 7r> 0, 这 里 p<0 即 可 . 
12 
c) 当 矶 生计 册 三 下 一 冯 30 时 , 则 有 
2m 


M —M u 
arccosh 一 一 一 一 


du 
p= a fe [I V2mp VIEI/B 
B 


1_ /|/_ 2mlB| 本 [2me 1 
rr Vama— MI YIV 


@ Roger Cotes, 1682 一 1716, 英国 数学 家 . 














即 有 
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当 =0 时 ,有 极 大 值 


即 p= 二 0 所 在 位 置 是 远 心 点 与 力 心 的 连 线 . 
2 
需要 说 明 的 是 : (i) EF < 0， -a = 8 > 0 这 种 情况 需要 排除 , 因为 这 
将 导致 复 的 p. (ii 在 b) 和 cc) 两 种 情况 下 , 当 |wp| 一 co 时 , 均 有 7 一 0, 即 质 
点 可 以 “ 除 落 ”到 力 心 . (十 ) 本 问题 用 Binet 公式 可 以 比较 方便 的 求解 , 参 
见 本 节 习 题 3. 
本 问题 中 质点 的 运动 特征 也 可 以 通过 有 效 势 能 进行 分 析 . 有 效 势 能 为 





[ey M? M2 L 
i 
2 
当 a- -一 B> 0 时 , 有 效 势 es 因此 , 质点 将 向 力 心 
运动 并 最 终 “ 除 落 " 到 力 心 . 当 a <0 时 , 有 效 势 能 为 正 , 表现 为 相 斥 
2 
力 , 此 时 有 一 个 转折 点 ,可 由 已 = Uar = - (a 一 35 ) 也 - 确定 , 即 有 


M? 
ee By [ M? — 2ma 
min 一 E = mE 本 


这 与 式 (3) 一 致 , 而 且 显 然 要 求 瑟 > 0. 

习题 3 在 势能 U= 一 a/r 上 增加 一 个 小 的 修正 80, 有 限 运 动 的 轨道 
不 再 封闭 , 并 且 每 运动 一 圈 轨 道 的 近 心 点 都 有 很 小 的 角度 改变 量 8p. 在 下 
面 的 情况 下 求 sp: a) 8U = B/r2, b) 8U = ?7/r3. 

解 : 根据 公式 (014.10), 当 7 从 rmin 变 到 rmax 再 变 到 rmin 时 , 角 变 量 op 
的 变化 量 Ap, 也 即 相 邻近 心 点 对 力 心 的 夹 角 为 


Me i 


V2mlB — Ur)] — Mar3 U(r 2 
Tmax | (1) 
-一 3 a 2mlE 3 UT(7)] 的 dr 


将 U= 一 Qa/r 十 5U 代入 上 式 ,注意 到 6U 为 小 量 , 可 以 对 上 式 中 的 被 积 函数 


p= 
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作 Taylor 展开 ,保留 到 8U 的 一 阶 项 , 有 


2 M? 
2m[E —U(7)]— 每 = 4/2m (B+ -80) 二 


AS /2m (E 十 二 | 2 一 





由 此 式 (1) 变 为 


0 Tmax Qa 2 
Ap =- -2577 2m (到 丰 =) = = 夺 
0 1 2m8U dr 
oM Tmin Qo M? | 


其 中 第 一 项 相应 于 在 势能 为 -Qa/r 的 场 中 质点 运动 轨道 的 相 邻 近 心 点 对 
力 心 的 夹 角 , 它 等 于 2x. 上 式 中 的 第 二 项 是 势 场 修正 引起 的 角 变 量 的 变化 ， 
记 为 6wp， 即 


0 7 2m8Udr 
59 = ; (2) 


Tmin 








利用 力 场 未 受 修正 时 7 与 之 间 的 关系 (参见 式 (014.7)) 





2 


7 M? 72 [ed M? 
dr 一 大 2m (已 -5 二 )dap= 交 am (B+ 一 起 二 jde 





则 式 (2) 可 以 改写 为 
2 [™ s 
a) 当 5U = 6/r? 时 , 则 有 
| revar = a av 三 没有 
0 0 
于 是 由 式 (3) 可 得 
< ( 妥 rg) = (4) 


对 于 这 种 情况 , 势能 实际 上 为 
有 


a 
hs 
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质点 在 该 力 场 中 的 运动 是 可 以 解析 求解 的 . 为 此 我 们 采用 Binet 公式 (15.2) 
求解 . 用 uu 二 二 表示 时 ,有 

U = 一 au 十 Bu2. (5) 
将 式 (5) 代入 式 (15.2), 有 





d21 7 
a + ga be), 
即 
d2u 2m8 MO 
+ 六 一路 
这 个 方程 的 解 为 齐 次 方程 的 通 解 和 非 齐 次 方程 的 特 解 之 和 , 即 
本 277020 二 
| 1 M3 Wr)+ M? + 2mpB° 


其 中 4 为 积分 常数 , 这 里 选取 合适 的 初始 条 件 使 得 初 位 相 为 零 ， 由 上 式 ， 
可 得 
1 p’ 


= 
人 2mB ma 2mB 
| + ) + ee 人 1 十 NM °] 





7 一 





其 中 
M?+2mB ,A(M?+2mp) 
mo ™* ma . 


由 式 本 Tn 轨道 是 有 界 的 . 但 是 , 当中 从 0 变 到 2r 时 ,7 从 其 极 小 值 
变 到 7|g= 2r 天 7|e= 0 二 Tmin; 不 回 到 初始 的 位 置 ， 即 轨道 不 封闭 . 


p= 


Tmin 一 








TT 1+e 
从 式 (6) 可 知 , 相 邻 两 个 近 心 点 (或 远 心 点 ) 之 间 的 夹 角 Ap 满足 关系 
2mpB 
1 + Ayw = 2r, 即 
开 
Aw = 
2mB 
1 十 N73 


当 对 力 场 没有 修正 , 即 8 一 0 时 , 这 个 夹 角 应 为 2x. 可 见 因 为 力 势 的 变化 导 
致 近 心 角 的 政变 为 


1 
9 = Ay — 27 = 27 1| 全 
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其 中 最 后 一 个 等 号 是 假定 8 为 小 量 的 结果 , 这 与 式 (4) 是 相同 的 . 
b) 当 SU =?7/r3a 时 , 有 


开 区 J 了 区 
1 r28Udo = 7/ -dy = 1/ (1+ecosw)dyp 
0 oT pJo 


ee 二 了 
> 


其 中 利用 了 (015.4) 和 (015.5) 两 式 , 将 其 代入 式 (3) 可 得 


9 (3 7) _ 6mayr 67 





dp = sy M3 ™ M1 22a- 
在 该 情况 下 , 势能 为 
二 二 ,六 
= 一 人 十 高 
相应 地 , 有 心力 为 
__U_ a3 
dr 7r2 r4’ 


其 中 第 二 项 可 以 视 为 广义 相对 论 对 万 有 引力 (第 一 项 ) 的 修正 , 由 此 可 以 解 
释 水 星 近 日 点 的 进 动 问题 . 在 经 典 力学 中 该 力 场 相关 轨道 的 求解 以 及 运动 


性 质 的 讨论 可 参考 有 关 文 献 . 


@ 例如 , S. T. Thornton, J. B. Marion, Classical dynamics of particles and systems, 5th 


ed., Brooks Cole, 2004, §8.9, pp312-316. 


第 四 章 
质点 碰撞 








采用 几何 描述 和 解析 计算 相 结合 的 方法 讨论 了 质点 的 分 裂 , 弹性 碰 
撞 , 散射 等 类 型 的 两 体 问题 的 求解 , 它们 的 物理 性 质 等 . 讨论 了 如 何 刻 画 质 
点 束 的 散射 以 及 简化 处 理 小 角度 散射 问题 , 特别 是 得 到 了 反映 散射 特性 的 
相关 量 (如 散射 角 、 微分 截面 、 碰 撞 参 数 ) 之 间 的 关系 . 对 平方 反比 作用 力 
场 , 具体 给 出 了 散射 截面 的 卢 巧 福 公 式 . 讨论 中 充分 利用 质心 参考 系 处 理 
问题 所 带 来 的 简单 性 , 建立 了 相对 于 质心 参考 系 和 实验 室 参 考 系 的 两 种 描 
述 中 各 对 应 量 之 间 的 关系 . 


816 质点 分 裂 


816.1 内 容 提要 


1. 单个 质点 的 分 裂 
初始 时 静止 的 一 个 质点 (有 内 能 Bint), 分 裂 为 质量 分 别 为 ma 和 mo， 
内 能 分 别 为 min 和 Ezint 的 两 个 质点 , 它们 的 运动 情况 可 以 用 分 裂 能 s 表 
示 . < 定义 为 
E= Bint = Etint — Boint: (016.1) 


两 个 质点 的 速度 分 别 为 vio = po/m1 和 vao = po/mz, 其 中 po 是 分 裂 后 两 个 
质点 的 动量 的 大 小 . 据 能 量 守 恒定 律 可 得 


_m 


所 一 ? 
2m, 


(016.2) 


其 中 m= 一 2? 是 约 化 质量 . 


mi 二 ms 
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如 果 初 始 时 , 质点 相对 于 实验 室 参 考 系 以 速度 VV ( 它 也 是 该 情况 下 质 
心 的 速度 ) 运动 , 设 v 和 wo 分 别 是 分 裂 后 其 中 一 个 质点 相对 实验 室 参 考 系 
和 质心 参考 系 的 速度 , 9 是 v 相对 于 立方 向 的 角度 , 则 有 关系 


v2 + V2 一 20V cos0 = ww. (016.3) 


(i) 如 果 V < vo, 9 可 取 任 意 值 ; (ii 当 V > wo 时 , 9 有 一 个 极 大 值 os 


sin Omax = (016.4) 


如 果 b 是 vo 相对 于 V 方向 的 夹 角 , 即 质心 系 中 质点 飞 出 方向 与 V 
之 间 的 夹 角 , 则 9 和 00 之 间 有 关系 
vo sin 00 
tanb = vocos 儿 十 六 (016.5) 
2. 多 个 质点 的 分 裂 
对 于 初始 时 有 多 个 质点 , 且 其 中 每 个 均 分 裂 为 两 个 质点 的 情况 , 通常 
考虑 分 裂 后 各 质点 按 方向 、 能 量 的 分 布 . 对 相同 类 型 的 分 裂 , 在 质心 系 中 ， 
进入 go 附近 单位 立体 角 中 的 质点 数 正比 于 


3 sin 00 dOo. (016.7) 
这 称 为 按 角度 9 的 分 布 . 在 实验 室 参考 系 中 , 质点 按 动能 的 分 布 为 
dT 
3， (o16.8) 


其 中 了 = mw? 是 分 裂 后 的 一 种 质点 ( 即 m = mi 或 ma) 的 动能 . 这 里 的 动 
能 有 取 值 范围 T € [Tnin, Trszl], 其 中 


Tmin = (ww EE V), Tmax = (vo 让 V)?. 
当 质 点 可 以 分 裂 为 两 个 以 上 的 多 个 质点 时 , 在 满足 动量 守恒 和 能 量 守 
恒 的 前 提 下 , 仅 有 每 个 质点 的 动能 有 上 限 
MO—mi 
M 
其 中 M 是 未 分 裂 的 原始 质点 的 质量 , mi 是 分 裂 后 其 中 一 个 质点 的 质量 , s 
为 分 裂 能 . 


(Tio) max = E， (016.9) 
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816.2 内容 补充 


1. 角度 0 的 取 值 范围 

《力学 》 采 用 几何 的 方法 讨论 了 9 的 取 值 范围 与 V 和 wo 两 者 之 间 的 
相对 大 小 有 关 , 同样 也 可 以 用 解析 的 方法 进行 分 析 . 

由 公式 (ol16.3) 解 出 v, 有 


v=Vcos0+t Vv —V?sin’g. (16.1) 
要 使 得 v 为 实数 , 则 应 有 由 一 V2sin20> 0, 即 


lsinbl < (16.2) 


vo 
考虑 到 9 最 多 在 0 到 的 范围 变化 , 可 以 去 掉 上 式 中 的 绝对 值 符号 . (i) 当 
vo > V 时 , 无 论 9 取 何 值 上 述 条 件 (16.2) 总 能 满足 . (i) 当 wo <V 时 ,9 的 最 
大 取 值 有 限制 , 其 最 大 值 gmax 为 上 述 条 件 (16.2) 取 等 号 的 情况 , 即 


a vO 
Sin Omax = —. 


wy 
由 此 可 看 出 gmax < 5. 这些 结果 与 几何 方法 所 得 相同 . 

应 该 说 明 的 是 , 式 (16.1) 中 的 v 是 速度 的 大 小 , 则 还 应 有 条 件 vz 0. (i) 
当 wo > V 时 , 总 有 V 妇 一 VY2sin20 > Vicos9| 成 立 , 则 式 (16.1) 中 根 号 前 应 
取 正 号 . (i) 当 wo <V 时 , 考虑 到 9 < wax < 7 则 有 cosg > 0. 当 0 = max 
时 , 式 (16.1) 中 根 号 部 分 取 极 小 值 0, 此 时 有 w= VV2z -好 . 当 9= 0 时, 式 
(16.1) 中 根 号 部 分 取 极 大 值 wo, 此 时 有 w==V 土 wo。 > 0. 故 在 vo <V 时 , 式 
(16.1) 中 根 号 前 正 负 号 均 可 . 也 就 是 说 , 对 于 同一 个 vo 值 , 有 两 个 v 与 此 对 
应 . 这 与 该 情况 下 9 与 go 之 间 不 是 一 一 对 应 的 关系 是 一 致 的 . 

2. 公式 (016.6) 以 及 相关 说 明 

将 (o16.5) 式 改写 为 


(vo cosbo + V)tang = vosinbo. 
上 式 等 号 两 边 同 时 平方 并 将 sin? 0 换 为 1- cos2bo, 整理 可 得 
ve cos? 0 + 2voV sin?* OcosOo + V?sin’0— vcos0= 0. 


这 是 关于 cosb 的 一 元 二 次 方程 , 由 此 可 解 得 


| 2 
cos go = sin20 士 cosb/ 1 一 Ld sin2 0. (016.6) 
[0] vn 
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式 (016.3) 与 式 (016.5) 建立 了 实验 室 系 中 与 质心 系 中 速度 之 间 的 关系 . 
已 知 任 一 参考 系 中 的 速度 大 小 和 方向 后 , 便 可 由 此 方程 组 解 出 另 一 参考 系 
中 速度 大 小 和 方向 (两 个 未 知 量 , 两 个 方程 , 恰好 可 以 求解 ). 由 式 (016.5) 解 
出 式 (o16.6) 则 表明 6 与 9 之 间 的 关系 可 能 不 是 一 一 对 应 的 , 与 了 和 ?wo 之 
间 的 相对 大 小 有 关 . 

关于 (ol16.6) 根 号 前 的 符号 也 可 以 根据 特殊 情况 予以 确定 . 

中 当 V < wo 时 , 由 条 件 =0 时 好 =0” 以 及 =X 时 如 = 可知 
(016.6) 根 号 前 面 应 取 加 号 . 这 两 个 条 件 均 可 由 图 ol4(a) 看 出 . 在 图 o14(a) 
中 , 当 wo 与 立方 向 相同 时 (9 = 0), wv 也 必然 沿 此 方向 , 即 0=0; 当 wo 与 
V 方向 相反 时 (9 = mu 也 必然 与 V 方向 相反 , 即 go = 7. 

( 记 ) 当 VV > wo 时 ,9 =0 可 对 应 于 00=0 或 =x 即 在 wo 与 V 方 向 
相同 ( 即 go = 0) 或 相反 ( 即 06 = 7) 的 特殊 情况 下 , w 均 与 V 方向 相同 , 即 
0=0, 这 可 由 图 ol4(b) 可 看 出 . 9 = 0 时 , 根 号 前 应 取 正 号 ; bo = rr 时 , 根 号 
前 取 负 号 . 


816.3 “习题 解答 


习题 1 试 求 质 点 分 裂 后 两 个 质点 飞 出 角 091 和 0 之 间 的 关系 (在 实验 
室 参 考 系 中 ). 

解 : 在 质心 系 中 , 分 裂 后 的 两 个 质点 沿 相反 的 方向 运动 . 如 设 质 点 1 的 
速度 ulo 与 质心 速度 WV 两 者 方向 之 间 的 夹 角 为 010 = 二 0, 则 质点 2 的 速度 
V20 与 VV 两 者 方向 之 间 的 夹 角 为 20 = 二 Tn 一 910 二 Ti 一 00. 设 在 实验 室 参 者 系 
中 010 和 020 对 应 的 角度 分 别 为 01 和 0， 则 据 式 (ol16.5) 可 得 


YY 十 Wocosb = vo sin to cot bi, 


TY — vz0 cos to = v20 sin Oo0 cot 0». 
由 上 两 式 分 别 消 去 cosbo 和 sinbo 可 得 


V (uio + v20) V /wvio sin 01 sin 0» 
sin00 = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 [一 十 1| 一 一 一 一 ， 
sin(01 + 02) 


v1i0v20 (Cot 0 十 cot 02) V10 \ V20 


V10 V10 s a 
— cot 01 — cot 0» TY cos 01 sin > — cos 0 sin 01 
V20 V20 


cos00 二 一 一 一 一 一 一 一 二 一 
a vio cotOl 十 cot02 V10 sin(01 十 02) 
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则 有 


1 = cos? 00 + sin? to 


_ 的 _ 工 
Noao sin? (01 十 02) 


2 
v v 
( 守 ) sin? 02 + sin? 01 一 2 二 sin 01 sin go cos(01 十 02)| . 
V20 v20 


注意 到 在 质心 系 中 7721710 = 7722720， 则 上 式 可 改写 为 
2 2 
(也 ) sin? (01+02) 二 | 2 sin202 十 sin2 的 三 2 sin bl sin 2 cos(01+02). (1) 
V m1 m1 


因为 po = mivio, 将 其 代入 (016.2), 有 


(mivi0)” _ (mi + m2)m1 ,2 
2m 2m2 ee 


由 此 可 得 
2m2E 
2 2 
二 2 
210 (mi + m2)m1 (2) 


将 式 (2) 代入 前 面 的 式 (1) 中 并 作 整 理 即 可 得 结果 


M2 Sin2 9, + Lain? 91 — 2sin OL sin ycos(0 + 2) = 2 9 


m1 m2 (mi + m2)V2 

注意 ,按照 88 关于 内 能 的 定义 , 它 是 与 参考 系 无 关 的 , 因此 分 裂 能 
(016.1) 也 是 与 参考 系 无 关 的 . 

习题 2 ( 略 ) 

习题 3 试 求 在 实验 室 参 考 系 中 两 个 分 裂 后 的 质点 飞 出 方向 之 间 夹 角 
9 的 取 值 范围 . 

解 : 设 在 实验 室 参 考 系 中 分 裂 后 的 两 质点 的 速度 方向 与 质心 速度 方 
向 之 间 的 夹 角 分 别 为 0 和 04s, 在 质心 系 中 分 别 为 910 = 00 和 bo = 工 一 00. 
根据 式 (016.5), 有 


v10 sin 00 1220 Sin 00 
ay tan 0» 一 
VUl10 Cos 00 十 六 


题 中 要 求 的 0 是 9 和 b 的 和 ， 则 有 


tanbl 二 tanb2 (vi0 + v20)V sin Oo 
1 一 tangbtang V2+ (vo — vo)V cosOo — viov2o 


tan 01 = ey 
Y 一 V20 COS 00 


tang = tan(0i + 2) = 
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上 式 两 边 对 bo 求 导 数 并 令 结 果 等 于 零 , 有 
dtang eo (vi0 + voo)V 


V? — viov20) cos go + (ulo — v20)V 
do [V2 + (v10 — voo)V cos Oo — viov2o]” I Wb) nd 
= 0， 





即 在 tangb 取 极 值 时 相应 的 00 满足 条 件 


所 (v10 — v20)V 
cos00 二 一 ~ 一 一 一 . 
V? 一 vi0v20 


为 了 确 定 起 见 ， 下 面 假设 120 > V1i0. 
(i 当 VV> woo 时 , cos00 > 0, 即 00 可 在 0 到 XA/2 之 间 取 值 . 于 是 


V2— wv V2— 
WE 


V2 一 也 10720 
相应 地 , 此 时 有 
(vi0 十 v20)V 


ji 
即 9 取 值 应 在 [0,x/2] 范围 内 . 因为 00 二 0 时 ,9 二 0, 则 上 式 确定 了 9 取 值 的 
上 限 9;), 即 


tan0 = 


和 


(vi0 十 v20)V 
WUZ2 vo) (V2 一 v20) 
简单 的 计算 表明 gw 满足 的 关系 也 可 以 改写 为 
V (vio + v20) 
V2 + vio0v20 
(i) 当 < wo 时 ,cosbgo <0, 即 b 可 在 /2 到 元 之 间 取 值 .于 是 


2 一 和 2 2 V2 
sb = NT ot YY J = ) 


vi0v20 一 V2 





team = 


sin 0 = 


该 情况 下 有 
(vi0 + v20)V 


Vi Vi VD 
即 9 取 值 应 在 [rr/2, 可 范围 内 . 因为 00 = 时 ,9 二 Tz 则 上 式 确定 了 9 取 值 
的 下 限 一 0m, 即 


tang0 一 一 





? 


(v10 十 V20 ) V 


V (uio 加 V2)(u20 一 72) 





tan(T — Om) = 


bm 满足 前 面相 同 的 关系 . 

(这 ) 如 果 vio < Y < wvzo, 则 cosbgo 可 正 可 负 , 即 该 情况 下 00 可 在 0 到 
之 间 取 值 . 而 当 b0 =0 时 ,0=0; 当 b = 工时 ,0 一 故 0 的 取 值 范围 为 
0 < 0 < 工 . 
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817 质点 弹性 碰撞 


817.1 内容 提 要 
如 果 两 个 质点 碰撞 不 改变 它们 的 内 部 状态 , 则 称 为 弹性 碰撞 . 
设 质量 为 mi 和 na 的 两 个 质点 , 分 别 以 速度 w 和 vw 运动 并 发 生 碰 
撞 , 则 碰撞 后 各 质点 的 速度 分 别 为 
2 M1D1 十 772272 ji m1 M1d1 十 m2V2 
V1 二 一 一 一 一 VN0 十 一 一 一 一 一 ， 0 二 一 一 一 一 一 vn0 十 一 一 一 一 一 ， 
mi 十 M2 m1 十 7722 7121 十 1722 7721 十 7722 
(ol17.2) 


其 路 =w 一 v2，no 为 碰撞 后 质点 mi 的 速度 方向 的 单位 矢量 . 
特例 : (i) v2 = 0, 即 m2 碰撞 前 是 静止 的 . 设 和 和 b 分 别 是 碰撞 后 两 
质点 偏离 w 的 方向 的 角度 , 而 x 为 rao 与 ww 之 间 的 夹 角 , 也 即 第 一 个 质点 
在 质心 参考 系 中 的 偏转 角 , 则 有 下 列 关 系 
m2 Sin X TC 一 XX 


tan 01 = 一 一， 0,= . 
A m1 十 mo COS X 2 2 oa 





用 x 表示 的 碰撞 后 两 个 质点 的 速度 的 大 小 分 别 为 
VMI + m3 十 277217722 COSX i 2m1v X 


7 s 
V1 三 一 OCC vv = sin 一 . 017.5 
mi 十 mo 2 mi 二 m2 2 ( ) 


(a) 当 mi < mz 时 , 91 可 任意 取 值 ; (b) 如 果 m1 > mz, 则 偏转 角 不 能 超过 某 
个 最 大 值 01 max; 





7722 





可 0 mias 三 (017.8) 
(c) 如 果 mi = mz, 式 (017.4) 和 (017.5) 分 别 变 为 
, 元 主 
0 = 3，0= es (017.9) 
以 及 
XX / se 训 - 
v1 = veos 3 =vVsin?. (017.10) 


(i) v2 = 0 且 磁 撞 后 两 质点 沿 一 直线 同 向 或 反 向 运动 , 即 正 碰 情 况 , 此 
时 有 


/ 7721 一 M2 / 2m1 
车 1 三 vo 二 


m+ma ” mi+m2 








(017.6) 
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817.2 内 容 补充 


1. 弹性 碰撞 的 定义 

《力学 》 中 是 通过 内 部 状态 是 否 改变 来 定义 碰撞 是 否 为 弹性 碰撞 的 ， 
这 不 同 于 通常 教材 中 的 定义 . 

通常 教材 中 将 碰撞 过 程 分 为 两 个 阶段 : 压缩 阶段 和 恢复 阶段 . 如 果 在 
碰撞 结束 后 , 即 在 恢复 阶段 的 末尾 , 两 个 质点 的 变形 状态 能 完全 恢复 到 碰 
撞 之 前 的 情况 , 则 称 为 完全 弹性 碰撞 . 而 如 果 仅 是 部 分 恢复 , 则 称 为 非 弹 性 
碰撞 . 如 果 完 全 没有 恢复 , 称 为 完全 非 弹 性 碰撞 . 这 种 定义 一 方面 表明 碰撞 
涉及 物体 之 间 的 接触 , 男 一 方面 强调 了 至 少 两 个 重要 的 特点 : (i) 碰撞 是 一 
个 有 持续 时 间 的 过 程 ; (i) 关注 的 主要 是 宏观 的 表现 (形变 ), 而 不 考虑 内 部 
结构 、 状 态 的 变化 以 及 这 些 变化 对 形变 、 运 动 的 影响 等 涉及 微观 物理 机 
理 的 问题 . 因此 , 通常 的 定义 有 其 局 限 性 : (i) 它 排除 了 没有 相互 接触 但 有 
相互 作用 并 改变 物体 各 自 状态 的 这 类 问题 , 这 常 另 称 为 散射 . 实际 上 更 一 
般 地 说 , 碰撞 是 散射 的 一 种 特殊 情况 ; (i 主要 针对 的 是 宏观 物体 , 一 般 不 
适用 于 微观 物体 . 

相 比 而 言 ,《 力 学 》 中 的 定义 没有 上 述 这 些 局 限 性 , 它 没 有 要 求 物体 是 
否 接触 , 没有 限定 物体 是 宏观 的 还 是 微观 的 , 特别 是 内 部 状态 这 一 表述 可 
以 有 广泛 的 含义 , 对 于 不 同类 型 的 物体 可 以 有 不 同 的 描述 . 相应 地 , 内 部 状 
态 的 变化 也 就 不 仅 包括 由 形变 引起 的 , 也 可 以 是 其 它 物体 对 所 考虑 物体 或 
者 同一 物体 内 部 不 同 部 分 之 间 的 相互 作用 引起 的 . 不 过 ,《 力 学 》 中 的 定义 
没有 明确 提 到 碰撞 的 过 程 性 或 持续 性 , 这 个 特点 隐 含 在 具体 问题 的 处 理 之 
中 . 

然而 , 不 论 哪 种 定义 方式 ,从 物理 学 规律 的 角度 来 看 , 弹性 碰撞 过 程 中 ， 
系统 的 动量 和 能 量 (在 力学 问题 中 则 是 机 械 能 ) 均 是 守恒 的 . 

2. 公式 (017.4) 

因为 ww=0, 则 有 w= wi 一 v2 = wi, 于 是 

7722D1 Mom1v1 77217722 


I0B| 一 th Ss ER; 
7722 十 mi 7721 十 M2 T+ 7722 


由 图 o16 可 以 得 到 关系 


14Clsin bl = |OC|sin X， (17.1) 











|4Clecosb 一 |OClcosX = |A0O|. (17.2) 


将 式 (17.2) 改写 为 
|4Clcosbm = |OC|cosx+|AO|. (17.3) 
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考虑 到 pz = 0, 则 有 


Mol= ool= 08|== 
7721 十 7722 7721 十 7722 
用 式 (17.1) 除 以 式 (17.3) 并 利用 上 述 关系 即 可 得 
Ne [OC'| sin x m2sinx 


lOC|cosx+|AO| m1i+m2cosx 
此 即 式 (017.4). 

3. 公式 (ol17.5) 以 及 相关 说 明 

由 图 o16 可 知 , 在 三 角形 4OC 中 , 根据 余弦 定理 , 有 


=|ACl? = |A0|? +|0C|? -24olloclcos(r — x). 


考虑 到 po = 0, 则 有 


1 
7721D1 M1V1 77217722 
140| = 一 := 一 ，|I0C| = ro = 一 一 一 
7721 十 7T702 7121 十 7722 m+ mo 


v1. 将 它们 代入 前 面 的 表示 式 , 经 整理 即 得 
VM + m3 + 2mima cosX, 


vl ea 
m1 二 7722 


类 似 地 , 在 图 o16 的 三 角形 BOC 中 有 关系 


=|BC|? = |0B|? +|0C|? — 2|OBIIOC!| cosx. 


而 pi = mivi,v = Vio v2 


(ol17.5) 的 第 一 式 


ng 


7721 m2 m1 二 M2 
cosX = 1— 2sin? S, 则 可 得 (0o17.5) 的 第 二 式 


现在 考虑 0 十 0s 的 取 值 范围 . 由 (o17.4), 有 





m2 sin X TT X X 
tan 1 = ， tanb2= t: (5—#)= t 全 ， 
an 0 rp ee ang2=tanl3—35 cot 5 
则 有 tan0i + tang 
Rd 十 ma os 天 


1 一 tanob0tanob02 m1 一 m2 兄 
但 是 0 < x < x, 则 有 cot(x/2) > 0， 当 mi < ma 时 , tan(b 十 05) < 0, 则 
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胡 本 鹏 吕 2 当 mi > mz 时 , tan(01 +b) > 0, 则 有 0 上 bo < 
4. 公式 (017.8) 以 及 相关 说 明 
《力学 》 中 是 通过 几何 的 方法 得 到 公式 (ol17.8) 的 , 也 可 以 用 分 析 的 方 
法 导出 . 将 (017.4) 改写 为 


tan 01 = (17.4) 


因为 0 入 XxX 和 rr 则 有 sinx >0. 
(如 果 mi > mz, 则 当 xx 在 [0,7] 范围 内 变化 时 , 由 (17.4) 可 以 看 出 总 
有 tanb > 0, 即 有 0<bi < 了 于是, 对) 存在 限制 , 即 有 极 大 值 faax. 令 





ml 1 
dtangl i _0 
x We 十 COS 2 
no SX 
由 此 得 tan91 的 极 大 值 点 为 满足 下 列 条 件 的 点 
m2 
cosX = 一 -一 . 
ml 
将 其 代入 tanb 的 表示 式 (17.4), 有 
V1 — cos? 。 
(tan bl )max = tan 01 max = = 和 = 一 天 于- 一 ， 
一 一 十 COSX 7721 一 Ts 
cos X= 一 也 2 
相应 有 
二 四 tan 01 max _ m2 


V 1 + tan? 01 max ma 
这 就 是 式 (017.8). 
(i) 如 果 ma < mz, 则 当 x 在 0 可 范围 内 变化 时 ,zi 十 cosX 的 值 将 从 


正 变 为 负 . 在 x 从 0 变 到 arccos ( -2 到 ) 时 , 由 (17.4) 可 见 tanb 从 0 增加 
到 +co, 即 0; 从 0 变 到 了 . 当 X 从 wn 时] 再 增加 变 到 x 时 , tan01 将 


从 -co 连续 变化 到 0， 地 g 从 尝 变 到 x. 综合 起 来 , 在 这 种 情况 下 0 
的 取 值 在 [0,7] 范围 内 没有 限制 . 
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817.3 “习题 解答 


习题 运动 质点 m1 和 静止 质点 mo 发 生 碰撞 , 试用 实验 室 参 考 系 中 的 
偏 角 表 示 两 个 质点 碰撞 后 速度 . 
解 : 由 图 o16, 在 三 角形 AOC 中 据 余 弦 定 理 有 


locE = 14O1? 二 pi2 2|AO|p' cos 01. (1) 


因为 质点 na 静止 , 即 vw2 = 二 0, 则 有 w=v1 一 v2 二 v1, 即 v= 二 v1. 另外 ,前面 的 
讨论 表明 





I0C| = mv = 一 一 一 V， p11 = miv’, 
M1 二 m2 
a ml mm 7727721 
40 = 一 一 (pl 十 P?) = -一 Dil = V1. 
7721 十 7722 mo m2 


将 这 些 关系 代入 到 式 (1), 有 


2772 2 


mi?m: m 2m 
oo mi + miv? 一 mivv' cos 01， 
(m1 + m2) m2 m2 
即 
1 M2 
V1?2 一 2 一 vv cos01 十 2 = 0， 
二 mz 
也 即 


X22 / 
人 mv m1 一 m2 
= 一 2 一 二 cosb + 一 一 =0 
了 M2 VU mi 二 mso 


解 此 方程 , 得 


和 1 (3 4m2 4 一 
ee BL cos01 土 > cos2 01 一 i re m2) . 
人 2\mb2 m3 m1 十 7702 


£ 
人 m1 1 

L 一 cos01 土 V m2 — m2? sin? 01. (2) 
v m1 二 m2 7721 十 7722 


这 是 碰 后 质点 mi 相对 于 质心 的 速度 用 实验 室 参 考 系 中 的 偏转 角 0 表示 
的 形式 . 

当 mi > m2z 时 , 由 图 ol6(b) 可 见 , 同一 0 可 以 有 两 个 由 与 其 对 应 , 即 
式 (2) 中 根 号 前 的 两 个 符号 均 可 . 该 情况 下 的 特例 是 91=0 时 ,有 xXx=0( 即 
vi 二 0) 或 X=T( 即 vi = (mi m2)v/ (mi + m2)). 

当 ma > m1 时 , 由 图 o16(a) 可 见 0; 与 v1 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 式 (2) 
中 根 号 前 只 能 取 正 号 . 或 者 , 由 m2 > mi 可 知 m2 一 m?sin?01 > m?cos?01. 








即 
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但 是 , vi > 0, 则 也 可 以 由 此 看 出 该 情况 下 式 (2) 中 根 号 前 只 能 取 正 号 . 当 
01 = 二 0 时 ,及 =0, 即 v==v. 取 正 号 与 特例 的 结果 是 自 洽 的 . 
由 (017.5) 并 利用 (017.4) 第 二 式 , 有 


= -av cos 02. (3) 





这 是 碰 后 质点 ma 相对 于 质心 的 速度 用 实验 室 参考 系 中 的 偏转 角 02 表示 


818 质点 散射 
818.1 内容 提要 


质点 在 中 心 场 中 运动 时 , 其 运动 方向 发 生变 化 , 称 为 散射 . 可 以 用 质点 
在 中 心 附近 产生 的 偏转 角 x (也 称 为 散射 角 ) 描述 , 其 表示 式 为 


X= |x— 2p0l, (018.1) 
其 中 wo 是 质点 轨道 的 近 心 点 到 力 心 连 线 与 质 始 速度 方向 (或 散射 后 
的 速度 方向 ) 之 间 的 夹 角 
~ (M/r?)dr (o/r)dr 











0 rmin V2m[E — U(r) — M2/r? rmin V1l— pp/7?— 20/(mv2) 
(018.2, o18.4) 


这 里 rmin 是 近 心 点 到 力 心 的 距离 , vw 是 质点 在 无 穷 远 处 的 初始 速度 , p 
为 瞄准 距离 (也 称 为 碰撞 参数 ). 

对 于 有 相同 速度 vo 的 多 个 全 同 质 点 束 的 散射 , 通常 用 有 效 散 射 截面 
(或 称 微分 散射 截面 ) do 这 个 参量 描述 散射 过 程 , 它 定 义 为 单位 时 间 内 偏 
转角 在 x 和 X+dx 之 间 的 散射 质点 数 dN 与 单位 时 间 内 通过 质点 束 横 截 
面 单位 面积 的 质点 数 n (也 称 为 人 射 强度 ) 之 比 


dr=- 富 ， (018.5) 
假定 x 与 p 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 , 且 力 场 中 心 固定 , 有 效 散 射 截面 do 与 
偏转 角 X 的 关系 为 

_ 0 lapla 


18.8 
sinx |dx s ) 


其 中 do 是 对 顶 角 分 别 为 x 和 x 二 dx 的 两 圆锥 体 之 间 的 立体 角 元 do = 
27 sin x dx. 
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$18.2 ”内容 补 充 


1. 散射 问题 的 简化 
在 质点 束 散 射 的 处 理 过 程 中 , 为 了 简化 讨论 和 方便 计算 , 我 们 实际 上 
作 了 一 些 基 本 假设 : 

(a) 人 射 的 质点 束 是 由 完全 相同 的 单一 质点 组 成 的 ; 

(b) 切中 质点 较 少 , 并 且 充 分 分 散 开 , 而 质点 之 间 的 相互 作用 势 是 足够 
短程 的 , 使 得 一 次 散射 过 程 是 一 个 很 好 的 近似 , 即 散 射 一 次 的 质点 不 再 被 
散射 . 这 个 近似 保证 x 与 p 之 间 有 一 一 对 应 关系 ; 

(c) 入 射 质点 束 是 准 直 的 , 即 人 射 质 点 的 速度 方向 是 相互 平行 的 ; 

(d) 入 射 质 点 束 是 单 色 的 , 即 人 射 质 点 都 有 具有 相同 的 能 量 , 也 就 是 有 相 
同 的 速度 ; 

(e) 入 射 质点 束 的 密度 (或 人 射 强度 ) 是 均匀 的 . 

(f) 靶 是 如 此 之 重 , 它 所 受 入 射 质 点 的 作用 而 引起 的 反弹 微乎其微 , 可 
以 忽略 , 即 可 以 将 靶 视 为 是 固定 不 动 的 . 

(g) 假设 靶 与 被 散射 质点 之 间 的 相互 作用 是 有 心力 , 且 力 场 为 


U(r) = U(rl) = UV("), 


它 仅 与 质点 和 邯 之 间 的 距离 有 关 , 与 方位 无 关 . 

由 于 上 述 几 点 假定 , 导致 散射 角 关 于 通过 靶 的 质心 并 与 人 射 质点 的 速 
度 方向 平行 的 轴 是 对 称 分 布 的 . 

(h) 对 于 与 靶 相 距 足 够 远 的 质点 , 相互 作用 是 如 此 之 弱 , 可 以 认为 远 在 
散射 之 前 ( 即 上 一 -oo 时 ) 和 远 在 散射 之 后 ( 即 t 一 -co 时 ), 质点 的 运动 是 
自由 运动 , 这 是 一 个 很 好 的 近似 . 

(iD 靶 没 有 内 部 自由 度 , 被 散射 质点 的 能 量 不 会 发 生 转 移 . 因此 , 按照 
a eer 可 知 这 样 的 散射 是 一 个 弹性 碰撞 过 程 , 即 在 该 过 
程 中 质点 的 机 械 能 守恒 


E(t — —00) = E(t — co). 


考虑 到 假设 (f) 和 (h), 在 散射 之 前 和 之 后 被 散射 质点 的 机 械 能 就 等 于 动 
能 , 于 是 机 械 能 守恒 给 出 
Vi = Vy, 
即 质点 散射 过 程 中 的 初始 速度 和 来 速度 的 大 小 不 变 . 
此 外 , 需要 说 明 的 是 , 对 于 有 心力 , 在 散射 过 程 中 被 散射 质点 相对 于 力 
心 的 角 动 量 守 恒 , 质点 的 运动 轨道 位 于 一 个 固定 平面 内 ( 即 所 谓 的 散射 面 ). 
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2. 实验 室 参 考 系 与 散射 截面 

公式 (o18.8) 是 用 质心 参考 系 中 散射 角 表 示 的 有 效 散 射 截面 , 通常 称 
为 质心 参考 系 中 的 有 效 截面 . 当 在 实验 室 参 考 系 中 考虑 时 , 质点 mi 的 散 
射 角 b 与 Xx 的 关系 由 (017.4) 给 出 . 设 质点 mi 的 用 实验 室 参 考 系 中 的 散 
射 角 0 表示 的 散射 截面 为 doi(91), 通常 称 其 为 实验 室 参 考 系 中 的 有 效 截 
面 . 由 于 4 与 x 不 同 , 用 这 两 个 角度 表示 的 散射 截面 do1(01) 和 dc(X) 之 间 
的 关系 不 是 仅仅 将 (o17.4) 代入 (o18.8) 即 可 . 然而 , 因为 散射 到 给 定 立体 角 
元 中 的 质点 数 与 参考 系 无 关 , 则 应 有 


ndoi(01)|do’(01)| = n.do(x)|ldo(X)|, 


即 用 91 表示 时 , 相应 的 有 效 散 射 截面 为 


o(x) sinx | dx d(cos x) 
































doi1(01) = do(x) | = do (0 a |a0 | = do(x) dleoudr | (18.1) 
由 (ol7.4) 可 得 
py, Re l 四 7721 十 Mo COSX 
V1+tan20 Vm?+2mimzcosx 十 7773 
将 上 式 代 入 (18.1), 得 
00) _ ao (Et omarma eonX + m8) G8 


m3 (ms + m1i cos xXx) 

类 似 地 , 可 以 得 到 质点 ms 的 用 实验 室 参 考 系 中 的 散射 角 b 表示 的 散 
射 截面 dos 的 公式 为 

des(0) = do(X) PX | 
其 中 利用 了 (o17.4) 的 第 二 式 . 

一 般 而 言 , 用 实验 室 参考 系 中 的 散射 角 包 表示 的 被 散射 质点 的 有 效 
散射 截面 的 表达 式 是 比较 复杂 的 , 由 此 为 简化 计算 往往 讨论 一 些 特殊 的 情 
况 , 如 靶 远 重 于 被 散射 质点 即 ms > mi ( 靶 可 视 为 固定 ), 或 者 靶 和 被 散射 
质点 的 质量 几乎 相同 即 mi 3 mz (参见 819 的 讨论 ). 

要 注意 的 是 , 在 《力学 》 中 , 散射 截面 doi(91) 的 表示 式 是 直接 将 关系 
(017.4) 代入 (ol18.8) 中 给 出 的 (也 参见 819 的 讨论 以 及 (019.4)-(019.6) 等 三 


式 ), 与 这 里 给 出 的 (18.1) 相差 一 个 因子 | (cos2d) 


的 . 事实 上 , 同一 立体 角 元 在 不 同 的 参考 系 中 其 相应 的 表示 式 do 的 值 就 是 
不 同 的 , 如 《力学 》 中 的 简单 代 换 理由 不 充分 . 为 了 保持 一 致 性 , 我 们 仅 指 
出 该 问题 , 对 本 节 以 及 其 后 的 讨论 和 习题 的 求解 均 保 留 原 处 理 方式 . 


= 4sin 全 $do(X) = 一 4cosb dc( 工 一 202)， (18.3) 














讨论 是 合理 
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818.3 “习题 解答 


习题 1-3 ( 略 ) 
习题 4 试 求 “坠落 " 至 场 避 = 一 ah/r2 中 心 的 质点 的 有 效 截 面 . 
解 : 用 瞄准 距离 表示 时 , 质点 对 力 心 的 角 动 量 为 ( 即 式 (018.3) 的 第 二 


式 ) 
Ad = pmvow, 


则 有 效 势 能 为 
M? mp2v2 a 1 ， 
py 5 一 Ba( 20 + mp?v2,). 





UR a to 


由 前 面 814 的 讨论 可 知 , 仅 当 7 一 0, Uog 一 一 00 时 质点 才 有 可 能 坠落 
至 场 的 中 心 . 这 就 要 求 -2a 十 mp2v2 < 0, 即 2a > mp2u2 . 于是, 存在 p 的 


极 大 值 Pmax 为 
加 2a: 
Ee 2002 


有 效 截 面 为 
_ 2 2rma 
0 = MPmax = mv2, 
习题 5 同上 题 ,但 U= 一 a/r*(n > 2,a > 0). 


解 : 有 效 势 能 为 
ma0202 a (1) 














CeE = 272 Tr" 
因为 n>2, 则 当 7 一 00 时 , Ueg 一 0; 当 7 一 0 时, Uef 一 一 co. 由 式 (1) 可 得 
dUcg ma0202 na mp f 3 na 
Dr 一 i Ss 73 oo 元 == a 和 一 作 0202 . (2) 
令 Ulg ==0, 即 Ue 取 极 值 时 , 可 得 
(3) 


We NO = 

a mp?2v2, . 

由 式 G) 可 见 , 在 > ( 霹 天 二】 的 区 间 中 ,Ulg < 0, 即 Us 随 增加 而 
mp2v2, 

递减 ;在 0<r< ( 的 区 间 中 , [or > 0, 即 Uog 随 增加 而 增加 . 

于 是 在 式 (3) 给 出 的 7 值 处 ,有效 势能 有 极 大 值 . 这 些 结果 与 图 020 给 出 的 
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有 效 势 能 的 曲线 是 一 致 的 . 将 式 (3) 代入 到 式 (1) 中 可 得 有 效 势 能 的 极 大 
值 为 


n—2)a /mp2u2 \ 二 
Ue) = T= (Te) (4) 


质点 能 附 落 至 场 中 心 的 条 件 是 Uo < BB. 由 Uo= 万 可 确定 最 大 的 瞄准 
距离 Pmax 为 


= 


na 2 万 有 
Pi mv2, \(n— 2)a 


1 
但 是 五 = Foo 则 有 


Pe 疡 2/n 
0 = Npnmax = NN(N— 2) 7 (者 ) 、 
习题 6 质点 (质量 为 rmi) 落 向 球体 (质量 为 m2, 半径 为 R) 表面 , 它们 
之 间 的 引力 符合 牛顿 定律 , 试 求 有 效 截 面 . 
解法 1: 设 ma 六 mi, 则 球体 可 以 视 为 不 动 . 设 质 点 以 瞄准 距离 pmax 
和 速度 vee 向 球 运动 . 质点 能 达到 球 表 面 的 临界 条 件 是 rmin 二 民 ( 即 近 心 点 
与 力 心 的 距离 ), 设 此 时 质点 速度 为 v. 据 对 球 心 的 角 动 量 守恒 , 有 


MVoo pmax = MVR. (1) 


又 由 机 械 能 守恒 并 考虑 到 质点 与 球体 之 间 的 相互 作用 势能 为 -a/r (这 里 
a = ?ma 了 为 万 有 引力 常数 )) 则 有 











可 17 五 一 91Vo0 (2) 
由 式 (1) 和 (2) 可 知 
2 2 
MiVooPmax _ 2 ee 1 2 
一 2P2 -R= 2 (3) 
由 此 可 解 得 
YI 2 ，4 2R yg 277722 
2 = (Bm | 和 na 二 RR | 1 十 Rua, a 
于 是 , 有 效 截 面 为 
。 27T7712 
a 2 a 2 
5 ne (+ 2 (4) 
解法 2: 与 解法 1 作 相 同 的 假设 . 有 效 势 能 为 
M? Qa mp a 


Ue 





ff 一 - 过 
2mi7r2? 了 272 7 
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注意 , 不 同 于 习题 5 的 有 效 势 能 , 这 里 的 Ug 不 是 势 全 , 即 它 不 存在 极 大 
值 . 相反 , 它 是 势 阱 , 有 极 小 值 (参见 图 010). 该 问题 考虑 的 实际 上 是 815 讨 
论 的 开 普 勒 问题 中 轨道 为 抛物 线 或 双 曲 线 的 情况 .pmax 可 由 近 心 点 条 件 
rmin 三 及 相 应 的 转折 点 方程 马 = Ucn(R) 确定 , 即 


eg 
— 机 =B= zmiv2， 
这 与 前 面 的 式 (3) 相同 . 
习题 7 给 定 能 量 已 时 ,已 知 有 效 截 面 与 散射 角 的 函数 关系 , 试 求 散 射 
场 的 形式 U(r). 假设 U(r) 是 了 的 单调 递减 函数 (排斥 场 ), 并 且 U(0) > 一， 
Vc0) 三 0. 
解 : 由 题 意 , 已 知 o = o(X). 根据 公式 (018.6) 对 散射 角 (相应 于 此 和 角 
的 瞄准 距离 为 p) 求 do 的 积分 将 给 出 瞄准 距离 的 平方 , 即 


Tdo 
一 dx = xp?. 1 
| 训 志 p (1) 


公式 (1) 表示 在 入 射 方向 上 半径 为 p 的 圆 环 内 的 质点 均 将 散射 到 散射 角 
大 于 X 的 空间 区 域 中 , 它 给 出 p 与 义 的 关系 .而 义 通过 (018.2) 与 U(r) 相 联 
系 , 据 此 可 以 反 解 出 U(r). 

设 质点 以 瞄准 距离 p 和 速度 vw 进入 力 场 中 . 考虑 到 U(oo) = 0, 有 质 
点 相对 于 力 心 的 角 动量 以 及 能 量 分 别 为 





1 M? 
M=mvwp, E= 了 Tc 一 pp 
于 是 有 
2mE 1 
M3 p2 
引入 记号 
1 1 U 
一 一 不 一 一 一 一 1 一 一 2 
5 而， (2) 


这 时 公式 (018.1), (018.2) 可 写成 





= / (3) 
2 o Vzuw2 一 52 
其 中 so 是 方程 zww?(s0) 一 83 = 二 0 的 根 , 即 rmin 满足 的 方程 . 
将 方程 (3) 两 边 都 除 以 Va 一 x 并 对 工 从 零 到 a 积分 , 有 


[三 el dz Es-/ up 二 全 
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先 计算 式 (4) 的 右边 . 交换 积分 次 序 , 有 


so(a) a dz 
人 Pe rr 
0 le0) VT a a) 


-1 
区 (Ee-3 一 二 (Qa 十 /v9) | -3 一 = (a 十 s2/w2)* 十 a) 


-1 a dz 
z(so) fi 2 


ie- po - |e- $e+ /wa) 

















利用 积分 公式 | 一生 和 e 一 arcsin 求 出 上 式 中 对 4 的 积分 得 到 


a s0 (ZT) 
站 a i 
0 (Tw? 一 52)(a — £1) 


sc) ds 2 
Er ep er j -5+ s/w )| 


Oo 








I(s0) 
so(a) ds 
-xf i 
再 对 式 (4) 左边 分 部 积分 , 有 
[ 2dVa— x) = fe x(z))dvVa—z 
0 0 
到 一 一 dxX(c) 
一 一 Vaw 一 并 x(z)] | Lv Ti d 





3 一 QX ] 
一 TVa 站 Va ZI dr 
将 上 述 结 果 综 合 起 来 , 则 式 (4) 变 为 


so(a) ds 


a dx ， 
va—[ VE 可 Saz=r 人 
将 上 式 对 a 求 微分 , 有 


d 
. da 一 VaQ 一 TI 


人 CX 
2Va dz 





1 _ 1dso(a) 
ee 人 I 2Va—Zz i | Ba Ty da i 
即 


A | 1 dx ds 
二 es ee 
2Va I/ Re z| da 2 
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其 中 已 将 so(a) 简写 为 s. 再 作 变 量 代 换 , 将 a 换 成 s2/w?, 则 有 

5 1 fs s/o V(r)dz a 

-| 和 
即 
1 加 5 s/o x (z)dzr 

-rdw=d (=) ”i 
s2/w? x (x)dz (5) 
0 Vs2/w 一 

考虑 到 当 s=0( 即 7 一 co) 时 应 当 有 忆 =1 (因为 此 时 U=0), 对 式 (5) 

两 边 再 积分 , 有 


泪 


nd(Inw) =d (三 ) 


vd(lnw) ee s/w s s2 /1w? X'(z)dz 
</ dw = 人 da 二) 本 
在 上 式 右 边 改 变 对 dz 和 对 d ( 广 ) 积分 的 顺序 , 有 


s2/w? 9 s/w pi s 


2 2 


本 i arecosh ( 吉川 


将 变量 换 回 rT 和 p; 可 得 


wr 
一 工 ]n 0 二 arccosh (二 ) 和 间 
ga rw/ dp 





四 d 
1 a X 
Le = ar by (下 
w= exp ( [ CCOS ( 本 ] p) 


Sa E xpjarceosh (二 )| - 2 ee ] (6) 


407 T rw VP 一 r2102 





_ ™ x(p)dp 
T rw Vp2 一 r2W2 
其 中 注意 到 pp 一 00 时 , X(p) 一 0, 则 第 二 个 等 号 中 分 部 积分 出 的 部 分 等 于 零 . 
上 或 是 关于 世 的 方程 , 原则 上 可 由 此 求 出 名 的 表示 或 ,再 由 可 = 二 1/1 一 


E 
可 得 U= (1 一 w?)E, 即 确定 相互 作用 U(r) 的 形式 . 
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作为 一 个 具体 实例 , 设 能 量 马 给 定时 有 效 截面 与 散射 角 的 关系 为 


TQ A—xX 2n3a Ax 
00S@ Sp 
E x2(2n— xXx)?sinx E x2(2n= Xe 





(7) 





六 
访 
深 
ll 
9 
> 
此 
[a 
bb 








1 本 -本 5 
_ ma 1 1|] a (x—x) 
ee 


由 上 式 可 解 得 关系 


xX I 一 一 . (8) 





将 式 (8) 代入 式 (6) 中 的 积分 式 ( 记 为 用 (w)), 有 


x(pdp _ /~ pdp 1 1 


w VP -rw Jrw Vp -raw |p 看 提 


直接 求 积 分 可 能 会 出 现 伪 发 散 的 问题 . 为 此 , 作 代 换 


全 -人 (0 


再 交换 积分 的 次 序 , 即 有 


nw=/ pdp / ydy 
Tw Vp? 一 r2u2 0 (02 十 82)3/2 (9) 


人 /E iy | pdp 1 Fa a ( ) 
到 a5 一 站 WwW, 
0 rw Mp? 一 7r2102 (p2 十 22)3/2 和 ydyl2(w,y 


其 中 
1 


poy= pp | 
Mp 
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作 变 量 代 换 
p= rwceoshn, 
则 有 
i cosh nd 
Ls(w,y) = rwf i 
0 [(rw)? cosh” n+ vy?] 
号 cosh 71d77 
一 7 = 
0 [(ra)2 十 9%2 二 (ra)2sinh 可] 
再 作 代 换 


(rw) sinh 刀 


则 12(w,Yy) 可 变 为 








i pr 
2\W,Y) 二 (rw)? 十 212 0 (wu2 一 - 1)3/2 下 (rw)? 十 22 Vu2 十 工 0 (10) 
1 
= 
将 式 (10) 的 结果 代入 式 (9), 有 
QE a/E 
ydy _1 让 局 兴 Ee a 
Ti1(w) = 人 Ci 下 天 一 a [(rw) TY ] 一 2 [ 十 FE| S 
将 上 式 代 回 式 (6), 有 
—1/2 
CQ 
+ | 
由 此 可 解 得 
w=1— 
Er? 
于 是 , 有 势能 为 
U(r) = (1 -wo)B= 5. 


说 明 : 该 题 讨 论 的 是 所 谓 逆 碰 挤 (inverse collision) 问题 , 求解 方法 是 
Firsov@ 于 1953 年 提出 的 , 可 参见 有 关 文 献 @. 后 面 的 实例 是 819 习题 1 的 
逆 问 题 . 

@ Oleg Borisovich Firsov, 1915 一 1998, 前 苏联 理论 物理 学 家 . 
© O. B. Firsov, Zh. Eksp. Teor. Fiz (Sov. Phys. JETP), 24(1953)279; Firsov 方法 的 基 


本 思想 概要 以 及 相关 应 用 也 可 参见 G. H. Lane and E. Everhart, Ion-atom potential energy 
functions obtained from kev scattering data, Phys. Rev., 120(1960)2064. 
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819 卢 瑟 福 公 式 
8$19.1 ”内容 提要 
对 于 平方 反比 作用 有 心力 场 F = er 有 


在 该 力 场 中 , 瞄准 距离 p 与 散射 角 x 之 间 的 关系 为 


2 











2 = ae ot Ss (019.1) 
质心 参考 系 中 的 有 效 散 射 截面 为 
2 cos (你 2 
he 济 oo 
这 称 为 卢 瑟 福 公 式 . 
在 散射 过 程 中 , 被 散射 质点 mi 损失 的 能 量 为 
en 





有 效 散射 截面 与 损失 能 量 s 的 关系 为 


2 d 
de = 2x— a 


一 . 19.8 
17722122。 2 (4 


819.2 ”内容 补充 


1. 式 (0o19.1) 的 两 种 导出 方法 
《力学 》 中 在 得 到 (o19.1) 时 利用 了 动力 学 方程 并 采用 积分 的 方法 . 实 
际 上 还 可 以 有 其 它 的 方法 , 并 且 它 们 更 能 体现 平方 反比 作用 力 的 特殊 性 . 
方法 1: 矢量 力学 方法 
可 直接 用 动量 定理 和 角 动 量 守恒 定律 求 散射 角 与 B,p 的 关系 . 
由 动量 定理 ， 
/ rat= mAu， (19.1) 


将 质点 从 入 射 (散射 前 ) 到 出 射 (散射 后 ) 作为 过 程 , 则 人 Aw 是 出 射 速度 vj 
与 人 射 速度 w 之 差 . 在 818.2 中 , 我 们 已 经 说 明 在 散射 过 程 中 , 入 射 和 出 射 
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时 质点 的 速度 大 小 相等 , 即 w = vj = vw. 因此 , 两 者 之 间 的 夹 角 即 是 散射 
角 x, 于 是 有 

[Av| = |v 一 旭 | = 2voo sin 4 
而 其 方向 沿 轨道 的 对 称 轴 O04 方向 ( 见 图 o18). 这 样 , 我 们 仅 需 动量 定理 
(19.1) 沿 对称 轴 方向 的 分 量 形式 


Po 
/ Feoswdt = 2mvoo Sin x (19.2) 
LS 2 
利用 关于 力 场 中 心 的 角 动 量 守恒 定律 , 得 


mvoop = Mr? wy, 


则 有 
Voop 
r2 





p= 
利用 上 式 , 有 





dt d 
Fecosywdt = Feos Wi 至 Feosp = 二 COS Rg 尘 3 cos pdy. 
Ce 


注意 , 上 式 中 最 后 一 个 等 号 是 平方 反比 力 的 直接 结果 , 否则 将 与 + 有关. 这 
表明 平方 反比 力 问 题 的 特殊 性 . 将 上 式 代 入 前 面 的 表示 式 (19.2), 得 





po 
/ 人 cos pdyp = 2mvoo Sin 
_eoo Voop 2 





sin po = 0p sin * 
亦 即 
ent = ep Sp 
2 [e3 a 
其 中 利用 了 wo 与 散射 角 Xx 的 关系 x =x 一 2ypo (参见 图 o18). 上 式 就 是 公 
式 (019.1). 


方法 2: Runge-Lenz 方法 人 @ 

在 815 中 ,我 们 知道 , 对 于 处 于 平方 反比 作用 力 场 的 质点 运动 问题 , 除了 
通常 的 角 动 量 守 恒 和 机 械 能 守恒 外 , 还 有 所 谓 的 Runge-Lenz 矢量 (015.17)， 
即 

vxMi+ = const. (015.17) 


© L. Basano, A. Bianchi. Rutherford’s scattering formula via the Runge-Lenz vector. Am. 
J. Phys., 48(5)(1980): 400. 
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考虑 初始 的 入 射 点 和 最 终 的 出 射 点 为 散射 过 程 中 的 两 个 特定 点 , 相应 的 量 
分 别 用 角 标 i 和 上 了 标记, 则 因为 Runge-Lenz 矢量 是 不 变 的 ,有 
Vix M+ vx M+ et. (19.3) 
Ti V 
但 是 , 角 动 量 守恒 给 出 Mi = My = mi x mwvi = mvoopk, 这 里 是 垂直 于 vi 
和 ri 确定 的 平面 的 法 向 单位 矢量 . 而 一 为 与 人 射 方向 相反 的 单位 矢量 ， 


元 为 出 射 方向 的 单位 矢量 , 即 


Ti Tf 
Vi 二 一 Voo 一 8 一 UVeo 一 
Ti Tf 
于 是 有 关系 
Ti Ts TF 
一 “2 一 一 UVcci 一 一 "一 一 COS X， 
Ti Ti Tf 
i = 
Wp Vi* Vf = Vso COSX, 
Vi Xx VF 一 一 02 sin xk, 


其 中 x 为 散射 角 . 利用 上 述 关 系 , 将 (19.3) 向 人 射 方向 投影 , 即 可 用 vw; 点 乘 





该 式 , 则 有 
Di: (wxMt 和 ee = Wy (vix Mi+ et), 
Ti Tf 
即 
—QVoo = Vi: (VF X Mi) + avoo COSX. (19.4) 
但 是 


vi (vi x Ms) = My (vi x v1) = mvoopk: (v2, sinxk) = —mpv3, sinx, 
代入 上 式 , 有 
一 QVoo 三 —mpv3, Sin X 十 QVoo COS X. 
利用 三 角 关 系 1 +cosx = 2cos? % 整理 上 式 , 即 得 


[ey 
tan < SS 一 一 一 
2 mpv3, 


这 也 就 是 公式 (019.1). 
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2. 式 (019.2, 019.3) 的 一 点 注 记 

由 散射 截面 的 卢 瑟 福 公 式 (019.2, o19.3) 可 见 , 当 X 一 0 时 , dc 一 co. 其 
中 的 原因 在 于 : (i) 平方 反比 作用 力 是 长 程 力 , 它 的 作用 范围 延伸 到 无 穷 远 . 
也 就 是 , 即使 瞄准 距离 非常 大 , 入 射 质点 仍 将 被 散射 ; (i 在 导出 卢 瑟 福 公 
式 时 , 我 们 采用 了 一 次 性 散射 的 假设 . 实际 中 存在 多 次 散射 的 可 能 性 , 考虑 
这 种 修正 的 方法 可 参见 有 关 文 献 @. 


819.3 “习题 解答 
习题 1 试 求 在 场 U=a/r?(a > 0) 中 散射 的 有 效 截 面 . 
解 : 将 U == 马 代入 式 (018.4) 并 利用 关系 M = mpuso, 已 = zmo2， 有 


3 dr/72 
"=| pdr/ 














0 
d 2 20 
oo 二 一 / Ee 一 P arcsin ,| 02 十 3 
wo 90 , 机 2a 772U2o 
一 p 十 mv2 vu mv2, 





注意 到 wumax 是 1= 人 十 -和 ) 2 =0 的 最 大 根 , 即 





“og 
1 
imax 二 一 一 -一 
max 3 Ia ? 
mv2, 
代入 前 面 的 表示 式 可 得 
nt 
PO 





2VIT oni) 


因为 散射 角 X 与 po 之 间 有 关系 义 =XA 一 2w0, 所 以 有 


1 
多 = |， 
| V1l+ en 


@ 例如 ,DO. EE. Kruse, A look at the small-angle end of the Rutherford scattering formula, 
Am. J. Phys., 43(4)(1975)328. 
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由 上 式 可 解 得 用 散射 角 表 示 的 瞄准 距离 为 
2 2a (x — xX): 
mv2x (27 — x) 
上 式 两 边 对 义 求 导数 ,有 
S.A 2r2a xx 
Poy mv X2 (27 — x) 
再 将 这 个 结果 代入 公式 (018.8), 可 求 出 散射 截面 为 
2m2a n= do 
mv2, X2 (2x 一 0 sin x 
习题 2 试 求 被 半径 为 a 深度 为 Uo 的 球形 势 阶 ( 即 当 rr>a 时 U=0， 
当 r<a 时 U= 一 Uo 的 势 场 ) 散射 的 有 效 截 面 . 
解 : 由 于 在 + >a 的 区 域内 ,有 





oO 一 





d 
下 二 一下 必 二 小 
在 r<a 的 区 域内 3 
FP=- 守 VU= 计 Uo=0 


只 有 在 穿越 r= 二 a 处 时 势能 有 变化 ,及 关 0. 因此 在 r>a 和 0<7r<a 区 
域内 散射 质点 将 做 匀速 直线 运动 , 在 7 二 a 处 质点 受到 沿 势 能 梯度 方向 的 
作用 力 , 它 是 有 心力 , 力 的 方向 指向 球 心 该 力 使 得 质点 运动 的 轨迹 发 生 
“折射 ”( 见 图 021). 

根据 在 有 心力 场 中 运动 的 质点 其 对 力 心 的 角 动 量 守 恒 ， 机 械 能 也 守 
恒 , 即 有 

piss = ve, (1) 

和 


1 1 
2m = Fm — Uo = Eb, (2) 


其 中 dd 是 热 阱 内 质点 与 力 心 的 距离 . 由 图 021 可 知 
Sin a = La sin 0 一 一 
a 


于 是 , 由 式 (1) 和 (2) 可 得 
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由 图 o21, 通过 几何 关系 可 知 
X= 2(0— Bp), 


即 
间 一 问 二 5 (4) 


将 式 (4) 代入 前 面 的 表示 式 (3), 有 


; 1 1 1 
din 并 sin ( 加 3x) COS aX sin a' 一 sin BXCoso 

















sin a Sin Q sina 
= 雹 让 cot ee 
= Cos 5X 8 5X Y= 
由 上 式 可 以 得 到 
a 
cot a = 2 2 
sin ~xX 
以 及 
RS 2 
V1l+cot?2a 1 i 六 1 半生 
+ |(eos3x -二 ) /sin3x| 7 击 名 
由 关系 asina = 站 ,利用 上 式 可 得 瞄准 距离 与 散射 角 的 关系 为 
站 业 
5 / 
sin” ~x sin” ~xX 
p= a sin a=a? 了 二 = (5) 
ES 二 么 1 十 2 一 27cos 二 
1 十 二 9298 2 
上 式 两 边 取 微 分 , 得 
2 2 sin 芭 (n— cos?) (ncos¥ —1) 
Na 2 2 | 
2 人 
(i+n 2ncos2 ) 
将 这 个 结果 代入 公式 (018.8), 可 得 有 效 截 面 为 
< ) X ) 
2 2 (nm—cos 人 | (ncos—1 
qo re eneos2 起 (6) 


x 3 
4c0s3 (1+m2 -2ncos 字 ) 
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由 式 (5) 可 以 看 出 , 当 p = a 时 , 散射 角 X 达到 最 大 值 xmax. 通过 几何 
关系 或 者 式 (5) 可 得 | 
-3 0 


注意 到 do = 2rsinXdx, 对 式 (6) 从 =0 到 xmax 积分 可 得 总 有 效 截 面 


X X 
Xmax n2g2 (n — COS X) (neoss 一 1) 
机 -| Ta 2 2 
0 





2TSsinXdx 
X 2 
4cos 3 (+ 吧 一 2neos 过 ) 


> ( X ) 次 
Xmax (n 一 COS 二 [ncos 全 一 1)sin 全 
2 :| 2 2 2 dx 


一 Tea 5 
X 
(1 十 n2 一 2ncos 信 ) 


邻 工 = cos 3 并 注意 到 式 (7), 上 式 可 改写 为 
ln (nn— 7z)(nz— 1) 
_ 9 2 2 
oT = —27n’a 人/ (I En Dr. (8) 


再 令 &= 二 1 十 m2 一 2nz, 则 有 


Vn (n— zr)(nzr—1) el 1 (n2 一 1)2 1 
/ (1 十 m2 一 Bo 2(2n)2 人 LE 2 | 人 272 


将 上 式 代 入 式 (8), 可 得 


这 是 势能 不 为 零 区 域 的 最 大 散射 截面 , 也 是 半径 为 u 的 球 在 垂直 于 质点 入 
射 方向 上 的 最 大 横 截 面 的 面积 . 


820 小 角度 散射 
820.1 ”内容 提要 
瞄准 距离 p 很 大 时 , 场 U 很 弱 , 则 偏转 角 很 小 , 这 样 的 散射 称 为 小 角度 
散射 . 直接 在 实验 室 参 考 系 中 进行 分 析 , 在 作 适 当 的 近似 后 , 可 得 散射 角 为 
2p dU rdr 
-| ‘dr /ra 
其 中 7 = Vz? 十 ,zx 是 沿 被 散射 质点 初始 运动 方向 的 坐标 . 这 里 是 在 实验 


室 参 考 系 中 用 矢量 力学 的 方法 求 散射 角 的 , 用 质心 参考 系 推导 公式 (020.3) 
的 过 程 见 本 节 习 题 1. 


01 = (020.3) 
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实验 室 参 考 系 中 小 角度 散射 的 有 效 散 射 截面 为 
_ | 


p(01) 
-=| 入 dor (020.4) 


01 








820.2 ”内容 补充 


1. 小 角度 散射 与 实验 室 参 考 系 

因为 场 U 很 弱 , 则 散射 和 被 散射 质点 的 运动 状态 变化 很 小 , 可 以 近似 
将 散射 质点 ( 即 靶 ) 视 为 固定 不 动 的 , 这 样 可 以 直接 在 实验 室 参考 系 中 计算 
被 散射 质点 的 散射 情况 . 

2. 公式 (o20.3) 和 (o20.4) 

考虑 到 小 角度 散射 时 , 可 以 近似 将 散射 质点 ( 即 靶 ) 视 为 固定 不 动 , 则 
被 散射 质点 的 散射 角 9 就 近似 等 同 于 x (ol8.2, o18.4) 中 的 mm 可 以 
换 为 mi. 注意 , 在 本 节 习 题 1 的 求解 中 , 散射 质点 是 运动 的 , 相应 地 所 作 
近似 与 此 处 有 所 不 同 . 类 似 于 本 节 习 题 1 中 的 处 理 , 考虑 到 偏转 角 较 小 , 有 
rmin sp, 同时 因 U 较 小 , 可 以 将 (ol18.2, o18.4) 展开 为 U 的 第 函数 , 故 有 








“ (p/7”)dr 
pt Sm (m1v2,) 





=: | ee 





元 
YF" 过 二 be dr a 
根据 上 面 所 述 近 似 , 01 sx, 于 是 有 








2 UH 
i p 1 dU dr 
p 


miv2, ， 
这 就 是 式 (020.3). 

因为 散射 质点 视 为 固定 不 动 , 可 将 (o18.8) 中 的 x 用 091 代替. 又 因为 
是 小 量 , 其 中 的 sin91 可 用 91 代替 . 作 这 些 近 似 后 , 就 可 以 由 式 (o18.8) 得 到 
实验 室 参 考 系 中 的 有 效 散 射 截面 公式 (020.4). 
820.3 “习题 解答 

习题 1 试 从 公式 (018.4) 推导 公式 (020.3). 

Q@ 注意 , 在 现在 的 情况 下 , 因为 x sb, 则 818.2 内 容 补充 2 中 所 提 到 的 因子 


dcosX) _ 
d(cos01) 
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解 : 为 了 避免 下 面 推导 中 出 现 伪 发 散 积 分 ,将 公式 (018.4) 写成 下 列 形 


je p? 2U 
ol i 0 


这 里 将 很 大 的 有 限量 尺 作 为 积分 上 限 ， 0 吉 果 以 后 再 令 RR 一 oc. 


式 





3 
因为 U 很 小 , 我 们 将 根 号 1 全 一 按照 U 的 办 次 展开 . 利用 
公式 


人 SS = Bi- mv2_ (1 — p2/r2) = 一 02/r2) 


3 U(r) 
= ( mvu2, (1 — p2/7?) j +) 


将 上 述 展 开 式 代入 式 (1), 则 有 


eR 上 . A 


=- U(r)dr 二 
= 3 + i mv2 v1 p27/r2 
在 上 式 中 用 六 近似 代替 rmin 并 仅 保 留 到 U 的 一 阶 项 , 则 有 


R 














ee pdr ye i U(r)dr 
ee p 72V1I-p2/r2 DoJp mo2VI 一 02/r2 
取 极 限 尺 一 00 后 , 对 上 式 中 的 第 一 项 作 变 量 代 换 & = <, 则 有 


0 














/ A -2 a- — arcsiné€ ， 大 
WoW 
人 Uradr Tor) ww- - 广 a 
mv2, V1i—p2/r? = V1i—p2/r? mv2, mv 
i 


~ Vr dU 


_ 开 
Wi we mv dr 
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由 此 可 得 散射 角 的 下 列表 达 式 


oo oo 
x=x-2po=255 人 Vm?—p? a _ 2p } dU dr | (4) 
p dr /Jr2—p? 











2 2 
mvs, mvz 


再 利用 式 (017.4), 小 角度 匀 和 久之 间 应 满足 关系 ， 


7722X m 
上 一- = 一 
mi 二 m2 m1 





将 式 (4) 代入 上 式 , 有 





Po 六 至 dr 
”miv2, p dr Vr2—p2 


这 就 是 (020.3). 
说 明 : 关于 积分 中 出 现 所 谓 伪 发 散 的 问题 , 直接 对 (018.4) 进行 前 面 类 
似 方式 的 处 理 可 以 看 出 这 一 点 . 据 (018.4), 有 





es 这 (P/r2)dr 
rmin V1l— p22/7? — 2U/(mv2,) 
A (2/r2)dr 
rs VI pr Vi- 20/(mva (I — p37ra)) 
人 加 U 
rmin V1— p2/7? "mwa = 7 


”olrdr of/™ Cp/r Udr 


a p mv2,(1— p2/r2)3/2 
TT 遇 | FU dr 
-3th 而 = 末 号 


对 上 式 中 等 号 右边 第 二 项 中 的 积分 进行 分 部 积分 , 有 


人 rUdr 
op (r2 一 p2)3/2 二 -人 
上 式 中 的 第 二 项 与 (020.3) 中 的 积分 对 应 , 而 第 一 项 是 有 所 谓 发 散 行为 的 

项 , 问题 出 在 积分 下 限 的 值 发 散 . 发 散 源 于 近似 rin 守 p. 按照 上 面 的 处 理 
方法 , 第 一 项 的 贡献 等 于 零 . 

习题 2 试 求 在 场 es (mn >0) 内 小 角度 散射 的 有 效 截 面 . 

解 : 将 势能 表示 式 代入 (o20.3), 有 
2pan 1 dr 


m1iv2, p rntl /rr2 —p? 








01 = 
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作 变 量 代 换 p2/r2 = 则 有 


1 
01 = 和 站 um-1V2(1 — wv) 12du. 
miv2p" Jo 





由 已 函数 的 定义 式 


此 
B(m,n) = Zm-1l(1L oz) ldr, (m>0,n>0), 
0 





则 有 
本 ey 十 1)/2,1/2). 
LT(m)T(n) 
再 利用 万 函数 与 工 函 数 的 关系 B(m,n) = T(m+n)’ 其 中 工 函 数 定义 为 


T(a) = x le dzx, 
0 


且 T(1/2) = Vz,T(n/2 二 1) = (n/2)T(n/2), 则 有 


2avT T((n+t1)/2) 
mv2pr TT(n/2) | 





由 此 用 01 表示 p, 即 





2aVi T (n+1)/2) 1 
-| 志和 LT (n/2) | : 


再 代入 公式 (020.4), 我 们 求 得 
1 FT2Var (n+1)/2) a 1] 和 207m 
Se n | LT (n/2) | gs 
特例 : (a) 当 n 二 1, 即 平方 反比 作用 力 的 情况 , 则 有 
Tani) ow a, _f 2 Ya 
i | FU] | 0 3 人 
这 与 在 卢 配 福 公 式 (019.2, 019.3) 中 用 b 代替 x, 并 且 将 sin01 代 以 1 所 得 
结果 是 相同 的 . 
(b) 当 n=2 时 , 即 819 习题 1 讨论 的 情况 , 此 时 有 


1 [2vVaxT (3/2) a _ TQ ,3 
do 三 = | 一 一 一 一 0 dol = 一 0 dol. 
TU) rnpiv2 2 miv2, 


这 与 由 819 习题 1 的 结果 中 用 01 代替 x, 并且 将 sin01, x 一 91, 2x 一 901 分别 
用 0,T 和 2 代替 所 得 的 结果 是 相同 的 . 

















第 五 章 
微 振动 





本 章 将 拉 格 朗 日 方法 用 于 与 微 振动 有 关 的 各 类 系统 , 讨论 了 单 自 由 度 
系统 的 自由 振动 .阻尼 振动 、 强 迫 振动 以 及 与 它们 相关 的 参 变 共振 , 非 线 
性 振动 中 的 共振 等 类 型 问题 的 求解 , 分 析 了 它们 各 自 的 运动 特征 . 对 多 自 
由 度 系统 , 主要 讨论 了 简 正 振动 的 求解 以 及 在 分 子 振动 问题 中 的 应 用 . 振 
动 方程 的 求解 包含 了 常 系数 常 微分 方程 的 常规 求解 方法 、 代 数 方法 (用 试 
探 解 将 微分 方程 化 为 代数 方程 , 原 问题 变 为 本 征 问 题 )、 逐 阶 近似 法 和 平均 
法 (对 有 快 变 外 场 作 用 的 系统 ) 等 多 种 方法 . 


821 一 维 自由 振动 
821.1 ”内容 提要 


对 于 一 个 自由 度 的 系统 , 如 果 考 虑 其 在 稳定 平衡 位 置 ( 即 势 能 在 该 位 
置 有 极 小 值 ) 附近 的 运动 , 则 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = Smi? — 3hz?, (021.3) 
其 中 z 表示 对 平衡 位 置 的 偏离 , == ( 坚 ) > 0 注意 , m 并 不 一 定 表示 质 
量 . 
与 (021.3) 相应 的 运动 方程 为 
E+wr=0, (021.5) 
其 中 


WW 三 (021.6) 
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是 简 谐振 动 的 圆 频率 , 由 系统 本 身 的 性 质 确定 . 方程 (021.5) 的 通 解 为 
T=acos(wt+ a), (021.8) 


其 中 a,a 为 积分 常数 , 分 别称 为 振动 的 振幅 和 初 相位 , 由 初始 条 件 确定 . 
微 振动 系统 的 能 量 为 
E= 十 三 本 (他 十 w27z2) = Fmw?a?, (021.10) 
它 与 振动 的 振幅 平方 成 正比 , 且 在 运动 过 程 中 是 守恒 的 . 
821.2 “习题 解答 


习题 1 试用 坐标 和 速度 的 初始 值 zo 和 vo 表示 振动 的 振幅 和 初始 相 
解 : 对 于 简 谐 振动 , 其 运动 方程 为 
T= acos(wt+ a), 
对 其 求 时 间 的 导数 可 得 
v=t= —awsin(wt+ a). 


代入 初始 条 件 t= 二 0 时 工 = zo, = vo, 有 


T0 = a cosoa, 


和 
20 = 一 Qw Sin a. 
由 此 可 解 得 
人 四 
@ 一 村 20 十 一， 
< 
MU 
tanea 三 -一 . 
WTo 


要 注意 的 是 , a 的 值 实际 上 应 由 cosa 和 sina 的 值 以 及 各 自 的 正 负 号 联合 
确定 . 

习题 2 试 求 由 不 同 同位 素 原 子 组 成 的 两 个 双 原 子 分 子 的 振动 频率 w 
和 w' 的 比值 , 设 原子 的 质量 分 别 等 于 mim2 和 mi ,mb. 

解 : 设 两 个 分 子 中 的 原子 之 间 以 相同 的 方式 相互 作用 , 即 势能 函数 U 
具有 相同 的 形式 . 于 是 势能 函数 对 坐标 的 二 阶 导数 相等 , 即 大 = 必 . 这 样 ， 
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在 经 典 力学 的 处 理 中 , 对 于 同位 素 原子 组 成 的 分 子 , 原子 之 间 的 相互 作用 
可 等 效 为 弹性 力 , 即将 双 原 子 分 子 视 为 用 弹性 系数 为 上 的 轻 弹 簧 联结 两 个 

双 原 子 分 子 是 一 个 两 体系 统 , 这 里 感 兴趣 的 是 它们 之 间 的 相对 运动 . 
在 上 述 条 件 下 , 相对 运动 是 微 振动 , 其 振动 为 频率 为 


/ 天 
LU 一 -一 》 
mm 


其 中 避 是 系统 的 约 化 质量 , 即 m 一 2 故 有 


? 
7721 十 7722 


k(mi 十 m2) 
EY 一 
77217722 


该 表示 式 对 两 个 分 子 均 适用 , 只 要 用 各 自 原子 的 质量 代入 即 可 , 由 此 可 得 





ww /marma(m4 + my) 


Ww mm (mi + m2) 

习题 3 设 质 量 为 m 的 质点 沿 着 直线 运动 , 弹簧 一 端 连 在 质点 上 , 另 一 
端 固 定 于 4A 点 .A 点 到 直线 的 距离 为 1, 弹簧 长 度 为 1 时 受 力 为 试 求 质点 
的 振动 频率 . 

解 : 当 弹 簧 长 度 等 于 1 时 质点 受到 力 瓦 的 作用 ,表明 当 了 工 =0 时, 即 质 
点 处 于 平衡 位 置 时 弹簧 有 伸 长 或 压缩 . 但 是 考虑 到 在 讨论 微 振 动 时 要 求 
平衡 位 置 是 稳定 的 , 则 z=0 的 位 置 处 弹簧 是 伸 长 的 . 注意 , 如 果 在 x 二 0 
处 弹簧 是 压缩 的 , 则 存在 另外 的 稳定 平衡 点 zo, 这 里 不 作 讨 论 . 

设 在 zx=0 处 弹簧 的 伸 长 为 6&0, 即 有 


F = kéo. 
当 质 点 位 于 z 时 弹簧 的 长 度 为 V2 十 72, 伸 长 则 为 
z 51 = V+ 22 — (Ll— é0). 





弹簧 的 弹性 势能 ; 
[7 = Sk (8D)? = 2 [VE 4 6)| . 
当 xz 之 1 时 ,精确 到 z/l 的 最 低 阶 项 , 有 
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故 有 


IT /2 1 
其 中 2 为 平衡 位 置 的 弹性 势能 , 它 是 常数 , 可 以 不 予 考虑 
Py 如 果 &0 = 二 0, 即 在 z= 二 0 处 弹簧 没有 伸 长 和 压缩 , 则 正二 0. 此 时 
按照 上 面相 同 的 方法 处 理 可 知 , 势能 函数 第 一 个 不 为 零 的 项 是 正比 于 z4 
的 项 , 相应 的 微 振动 将 不 是 简 谐 振动 . 
又 质点 的 动能 为 
,2 


故 在 微 振动 近似 下 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


5 = 了 人 = mi -2 
相应 的 运动 微分 方程 为 
mt 十 人 0 
由 此 可 得 微 振动 的 频率 为 
F 
WY 


习题 4 同上 题 , 质量 为 n 的 质点 沿 着 半径 为 7 的 国运 动 
解 : 与 上 题 相 同 的 分 析 , 设 在 p 二 0 处 弹 算 的 伸 长 为 60, 即 有 


R= Neg. 
当 质 点 在 加 上 相对 于 平衡 位 置 转 过 的 角度 为 p, 则 弹簧 的 伸 长 量 为 


l= V(l+r)?2+r2 m2r(l+r)coswp— (ll— é&0) 








l 1 
Sl 1+ + ([—é€0)~ le 江 
弹簧 的 弹性 势能 为 
U = 3h(GD? ~ 了 全 + 了 07 二 
1 Fr(r+l) » 
一 


其 中 的 RE 是 平衡 位 置 的 势能 , 为 常数 , 可 以 忽略 . 质点 的 动能 为 


1 
及 三 本 mr Pp. 
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系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


L=T=UV= Smr?p? 一 Prlr+ 0 Dm 





2 
相应 的 运动 微分 方程 为 
ji i 二 0. 
由 此 可 得 微 振动 的 频率 为 


习题 5 试 求 85 图 02 所 示 单 摆 的 振动 频率 , 悬挂 点 (质量 为 mi) 可 洛 
着 水 平方 向 自由 运动 . 

解 : 设 质 点 mi 的 坐标 为 z, 绳 与 坚 直 方向 夹 角 为 yp. 以 I 和 ww 为 广义 
坐标 , 则 系统 的 动能 为 ( 见 85 习题 2) 


1 1 1 1 
T= am + am(s +l +2lipcosy) ~ mz? + 3m2(t + 1p)”. 
系统 的 势能 为 
U = m2gl(l ~ cosy) ~ 本 722912 
拉 格 朗 上 日 函数 为 


< 
2 
将 工 代 入 xz,p 相应 的 拉 格 朗 日 方程 , 可 得 运动 微分 方程 为 


1 1 
L=T-U= 5m + am(t+p) — am2glyp”. 


(mi+m2)t + m2ly = 0, 
+ ly+gp=0. 


消去 zx, 得 


这 是 微 振动 的 方程 , 故 微 振动 频率 为 


_ /Jg(mi+t m2) 
Ww 一 一 一 一 一 一. 
mil 


习题 6 设 质点 沿 着 某 曲 线 (在 重力 场 中 ) 振动 的 频率 不 依赖 于 振幅 ， 
试 求 该 曲线 的 形状 . 


821 一 维 自由 振动 141 


解 : 以 从 平衡 位 置 算 起 的 缴 长 s 为 广义 坐标 , 则 质点 的 动能 为 
i 
T=3ms, 
其 中 m 为 质点 的 质量 . 如 果 质 点 沿 着 曲线 运动 时 势能 具有 形式 U = 3ks?， 
这 里 大 是 常数 , 不 与 振幅 有 关 , 则 前 面 的 讨论 表明 在 该 情况 下 质点 相应 的 
运动 将 是 振动 频率 为 w = VRJm 的 简 谐振 动 , 该 频率 与 振动 的 振幅 无 关 ， 
也 不 会 与 s 的 初 值 有 关 . 这 样 的 曲线 就 能 满足 题 中 的 要 求 . 
但 是 在 重力 场 中 , 势 函数 具有 形式 
U = mgy, 


其 中 % 是 纵 坐 标 . 这 里 同时 假定 y =0 所 在 水 平面 是 重力 势能 零 势 面 . 联 
立 上 面 势 能 的 两 个 表示 式 , 有 mgy 一 Sks?, 亦 即 


2 
外 加 


pg 


因为 ds = Vdz2 十 dy2, 利用 上 面 得 到 的 yy 与 s 的 关系 ,有 


ds\? 9 
sl) -二 =/ 二 


y 


对 上 式 作 代 换 
4 一 75(1 一 CosE) 一 3 si (§) ， 
则 有 
/而 /二 *- 直 fro 
积分 后 可 得 
I 二 站 人 + siné), 


其 中 略 去 了 无 关 紧 要 的 积分 常数 . 综合 起 来 , 所 要 求 的 曲线 的 参数 方程 为 


该 参数 方程 表示 摆 线 (cycloid). 





说 明 : 摆 线 有 许多 有 趣 的 性 质 . 由 于 质点 在 摆 线 上 的 运动 是 简 谐振 动 ， 
且 振 动 频 率 与 振幅 无 关 , 则 质点 从 摆 线 上 任何 位 置 运动 到 其 底部 的 时 间 相 
同 . 另外 , 可 以 证 明 , 对 于 摆 线 上 任意 选 定 的 两 点 , 在 连结 这 两 点 的 任意 曲 
线 中 , 质点 从 位 于 上 方 的 一 点 运动 到 下 方 另 一 点 的 时 间 以 沿 摆 线 的 最 短 ， 
所 以 这 种 摆 线 也 称 为 最 速 降 线 (brachistochrone). 


822 强迫 振动 
822.1 内 容 提要 


在 可 变 外 力 场 作用 下 系统 的 振动 称 为 强迫 振动 . 假设 外 力 场 足够 弱 ， 
单 自由 度 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 表示 为 


五 = 一 一 一 十 2， (o22.1) 
其 中 F(t) 为 外 力 , 相应 的 运动 方程 为 
郑 十 ww27 一 Pt), (022.2) 


”其 中 ww 是 自由 振动 频率 w= Vk/m. 
方程 (022.2) 可 以 采用 试探 法 求解 . 对 于 周期 性 强迫 力 





F(t) = f cos(yt + 6), (022.3) 
方程 (022.2) 的 通 解 为 
z= acos(wt+a) + i cos(yt + 6), (022.4) 
其 中 的 积分 常数 a 和 a 由 初始 条 件 确定 . 
Qi) 如果 w = x, 即 共 振 情 况 , 解 为 
T= acos(wt++a)+ tsin(wt +B). (022.5) 


在 共振 情况 下 , 振幅 随时 间 线 性 增 大 . 

(ii 如 果 7=w+s,s 为 小 量 , 即 共振 附近 的 情况 , 此 时 振动 的 振幅 以 频 
率 。 周期 变化 , 即 出 现 所 谓 拍 的 现象 . 

对 于 任意 形式 的 力 FF(), 将 方程 (022.2) 改写 为 复数 形式 求解 更 方便 . 
方程 (022.2) 可 以 改写 为 


dc . 1 
Be iwé = ne, (022.8) 
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其 中 复 变 量 & 定义 为 
< 一 了 十 iwx， (022.9) 

方程 (022.8) 的 通 解 为 
E 一 eict | 人 二 Pberietdt 十 a ， (022.10) 


其 中 积分 常数 &0 是 1+=0 时 & 的 值 . 函数 z(t) 由 (o22.10) 的 虚 部 给 出 ， 


j( 从 = 二 Im = 二 mm 过 | 二 F(b)erieedt 十 四 } 


作 强 迫 振 动 的 系统 的 能 量 是 不 守恒 的 , 它 将 从 外 场 源 获得 能 量 . 在 时 
间 t 一 -00 到 一 oo 范围 内 系统 得 到 的 能 量 为 


十 co 2 
二 上 F(t)e-ivtdt| ， 
即 由 力 F(t) 的 健 里 叶 (Fourier)@ 分 量 模 的 平方 确定 . 
822.2 内容 补充 


1. 公式 (o22.7) 
考虑 到 4 = aeic 和 B= be3, 其 中 a,b,a,B 均 为 实数 , 则 有 


= |A+ Beist| = |ae'® + beifei®t| = V [aei® + beil8+cb] [ae-ia + be—i(8+e)] 


aa2 十 52 十 ab [eic 一 2 一 <9) 大 eila-B-et)] 


(o22.12) 














a2 十 2 十 2abcos(st 十 有 一 a). 


当 st+8-aw=2nzr (n 为 整数 ) 时 , C 取 极 大 值 a+b; 当 et+6-a= (2n+t+1)n 
(n 为 整数 ) 时 , C 取 极 小 值 la 一 bl. 故 C 的 变化 范围 为 
la—bl<Cgatb. 
2. 能 量 的 不 守恒 
在 强迫 力作 用 下 , 系统 的 能 量 不 守恒 是 显然 的 . 这 里 从 另外 一 个 角度 
再 对 此 作出 说 明 . 对 方程 (o22.2) 两 边 同 时 乘 以 mz, 有 


Fi = 7 十 my?ri = me 2 十 me dow” 2 qd Fm? 十 Li 
dt 2 dt dt 2 





r+ V) = 写 . 


@ Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768 一 1830, 法 国 数学 家 和 物理 学 家 . 


可 见 , 只 要 户 关 0, 则 运动 过 程 中 系统 的 机 械 能 巨 是 不 守恒 的 . 
在 《力学 》 中 , 力 斑 是 外 势能 U。 对 zx 的 偏 导数 , 即 


OU 
Or 





= 一 


如 果 U 不 显 含 时 间 志 即 Te 0, 则 有 





i 
二 Or dt dt 9 


相应 地 ， 
d 
mE t+Ue) TT 0， 


即 互 + zz 是 守恒 量 . 如 果 UU 显 含 时 间 志 则 有 





d OUe 
Fri -tg 

I OU. d 
BE = HE+ Ue). 


此 时 , 巨 + 不 守恒 . 
822.3 “习题 解答 


习题 1 如 果 初 始 时 刻 寺 = 0 系统 静止 在 平衡 位 置 (x = 之 = 0), 试 求 
系统 在 下 列 几 种 形式 的 外 力 F(t) 作用 下 的 强迫 振动 : a) F = const = 了 ; b) 
F=abc) F= Fe ;dd) Fme cospt. 

解 : 由 公式 (022.1), 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 





mi? kz? 
全 一 re + zwF(t), 
则 相应 的 运动 方程 为 
时 2 工 
t+tw 7 万 下) (1) 


a) 当政 = wD 时 , 上 述 方程 (1) 的 非 齐 次 项 是 常数 , 特 解 也 为 常数 , 即 特 


解 为 
Fo 


mw2 





于 是 方程 (1) 的 通 解 为 


Fo 
= t 一 一 2 
2 一 Qcos(wt 十 aa) 十 2 (2) 
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其 中 aa 为 积分 常数 . 由 初始 条 件 = 之 =0 可 得 


0 三 一 Qw Sin a. 





0 
0 一 Qcosa 十 可 
MY 


因为 a 为 振幅 , 必 为 正 数 , 则 由 上 两 式 可 解 得 











_ a 
全 一 QO 二 
代入 到 前 面 的 表示 式 (2) 中 可 得 
葡 琶 -1 — COswt) 
这 是 围绕 平衡 位 置 了 = -55 的 振动 相对 于 大 =0 时 的 平衡 位 置 ， 常 力作 





用 的 结果 使 平衡 位 置 产生 了 位 移 . 实际 上 , 如 果 令 上 = 一 
程 (1) 变 为 


>, 则 运动 方 
TY 
E+w2€=0. 
由 这 也 可 以 看 出 平衡 位 置 为 6 二 0, 即 2 二 一 上 
b) 当 = at 时 ,方程 (1) 的 非 齐 次 项 是 变量 守 的 线性 函数 , 故 特 解 具 
有 形式 





r= At, 
其 中 4 待定 . 将 上 式 代入 方程 (1) 中 , 可 得 
二 
mw2 


所 以 方程 (1) 的 通 解 为 


a 
r= bcecos(wt+a)+ 一 一 
m 


tb (3) 


其 中 心 a 为 积分 常数 . 由 初始 条 件 了 = 全 = 0, 可 得 


a 


0=bcosa, 0=—bwsinat+ po 
Mw 





考虑 到 5 为 振幅 , 是 正 的 , 则 由 上 两 式 可 解 得 


Be 





工 
， iQ = = 
miw3 2 


代入 到 前 面 的 表示 式 (3) 中 , 可 得 


(wt — sinwt) 
T= 一 一 一 SiC 六 
miw3 
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c) 当下 = Foe-%t 时 ,方程 (1) 的 非 齐 次 项 是 变量 t 的 指数 函数 . 根据 指 
数 函 数 对 变量 来 导 的 性 质 , 特 解 应 具有 形式 


r= Ae-™. 


代入 方程 (1) 中 , 有 
az24 二 w24 = mo 
mm 
即 


Fo 


m(a?2 + w?) 


于 是 方程 (1) 的 通 解 为 


_ : Fo 一 Ct 
2 
其 中 B,C 为 积分 常数 . 由 初始 条 件 z= 之 =0, 可 得 
By Fo aFo 
Wi 末 : Wr m(o2 十 w2) 
由 上 两 式 可 解 得 
有 Fo = aFo 
mm(o? + w2)’ mw(a? 十 ww2)， 
故 有 
Fo 


Qo 
三 一 -一 一 (e™ 一 coswt 十 一 Sin wt) : 
m(w? 十 a?) w 


d) 当 FF Foe-otcos Bt 时 ,为 方便 计算 将 其 写 为 指数 形式 
F = Fyel—otiB)t. 


用 这 样 的 已 求 得 结果 后 取 其 中 的 实 部 即 可 得 到 所 需要 求 的 解 . 在 上 述 力 
作用 下 ,方程 的 特 解 具有 形式 


r= Ae(™ otio)t. 


代入 方程 (1) 中 , 有 
(-&+ i184A+ wh = 是 
mm 
即 
Fo Fo(o? — B82 + w? + 2iag) 


i er ey 
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于 是 特 解 为 
_ Fo? — B+w +2iaB) (orp)t 
~ ml[(a? — 6B2+w?2)2+ 4a2p2]" 
= ml a 
i [(o2 一 B2 + w?)sin Bt + 2aB cos Bt } . 


取 特 解 的 实 部 再 加 上 其 次 方程 的 通 解 可 得 方程 (1) 的 通 解 为 


-tt{[(o? — B+w?) cospBt— 2a8sinBt| 十 


人 一 已 coswt 十 Csinwt 十 


KF Gb 
ml a (0 6? + 67) eos Bt — 20psin Bd], 


其 中 B,C 为 积分 常数 . 由 初始 条 件 工 = 之 = 0 可 得 
Fo(o? — [2 + w?) 
[(a2 — B82 +w2)2 十 4a202] 
aFb(a2 二 52 十 2) 
ma [(a2 一 02 十 w2)2 十 4a202] 
由 上 两 式 可 解 得 积分 常数 为 
Fo(a? — B? + w?) i aFo(o? 二 62 +w?) 
-ml ~ mer — Bt oa 
故 有 满足 初始 条 件 的 通 解 为 
~ ml[(w? + a2 — 2)? + 4a2B2] 
一 (2 十 ae2 十 B2)sinwt 十 ec [(w” + Qa? — PB2)cosBt— 2ap sin Bt } ; 





0=B+ 
mm 


0= Cw—— 





及 一 








{ 一 (wo2 +o2 一 了 2) coswt 十 


习题 2 设 直到 + 上 =0 时 系统 静止 在 平衡 位 置 , 力 FF 的 变化 规律 为 : 当 
t<0 时 所 =0, 当 0<t<T 时 玉 = Fot/T, 当 t>T 时 下 = 辑 . 试 求 在 该 力作 
用 后 系统 振动 的 最 后 振幅 . 

解 : 在 时 间 间 隔 0<t<T 内 力 的 形式 与 习题 1b) 相同 , 只 要 作 代 换 
a= 沼 . 于 是 满足 初始 条 件 Zz 二 二 0 的 振动 为 


wy = s(t 一 Sin wt). 
当 t> 了 时 力 具 有 习题 la) 的 形式 , 则 有 下 面 形式 的 解 


Fo 


Z2 三 clcoslw(t — TT) + ce2sinlw(t — TT)+ a 
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其 中 cl'ca 是 积分 常数 . 由 Zz 和 二 在 t= 了 处 连续 的 条 件 


Tili_7 到 zo Lils7 = L2li7 ) 








即 
Fo Fo 
To 一 一 (w7 — sinwT)=c 十 一 一 me 
FH 
(1 — coswT) = cow， 
m. 
可 解 得 
cl 一 一 二 了 sinw7T， c2 三 = 一 COSWwWT). 


注意 到 , 对 于 形式 为 x 二 cilcoswt 十 c2sinwt 的 运动 , 它 是 简 谐 振动 . 如 
果 令 cl 一 acosacz = 一 asinoa, 则 有 z=acos(wt+oa), 即 wa 为 振幅 , a 为 初 位 


相 , 且 
a= V+c, a=arctan (-s) , 


-1 


见 , 对 于 现在 的 问题 , 系统 在 下 以 后 的 运动 也 是 简 谐 振动 , 其 振动 振幅 为 


下 
a= ct 二 ec = 生生 Vsin? wT + (1— coswT)? 


Fo 2F0 wT 
一 Ee 2(1 SS coswT) 二 mT Sin 








在 上 面 振幅 a 的 表示 式 中 ,sin 号 是 振荡 因子 , 变化 不 大 . 而 对 振幅 有 


大 的 影响 的 是 振荡 因子 前 面 的 系数 - . 可见, 厂 越 大 振幅 越 小 但 是 ， 


也 越 大 表示 力 从 零 变 到 而 同志 阐 二 二， 而 巧 浓 缓 慢 地 加 大 力 的 作用 . 
习题 3 同 习题 2, 力 名 是 常数 ,只 在 有 限时 间 间 隔 工 内 作用 . 
方法 一 : 在 时 间 间 隔 0<t<T 内 , 力 的 形式 与 习题 1a) 相同 , 则 满足 初 

始 条 件 了 = 之 =0 的 振动 为 





Fo 
£1 = mall — coswt). 


当 t+> 了 时 是 自由 振动 , 则 有 下 面 形式 的 解 
rT2 = cl coslw(t 一 全 )] + ez sinlw(t — TT). 


由 TY 和 立 在 t= 人 处 连续 的 条 件 


vim = Z2|7， til = L2li7, 
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即 
Fo 
3(l — coswT)= cl， sinwT = cow 
mw 
由 此 可 解 得 各 
cl = (1 —coswT), ca2 三 人 sinwT, 
mw mw 


丰 以 后 系统 的 运动 是 简 谐 振动 , 其 振幅 为 


人 250 wT 
2 2 : 
Q 一 /ci 十 co 一 sin 
: 2 mew? 2 


方法 二 : 利用 公式 (022.10). 因为 力 仅 在 0 一 全 的 时 间 范 围 内 作用 , 则 





有 多 
三 一 全。 iwt / eivtqt = eT et. 
Jo iwm 
根据 (022.9) 知 ， gg 解 与 w 的 积 . 于 是 由 关系 |&|? = 
2w2, 这 里 a ee 故 有 
= 上 = 2 V(l1—coswT)?+ (sinwT)? = 二 sin . 


习题 4 蝇 才 湖广 但 力 在 从 零 到 了 时 间 间 隔 内 按 规律 下 = Fot/T 作用 . 
解 : 采用 与 习题 3 方法 二 相同 的 方法 . 因为 力 仅 在 0 一 了 T 范 围 内 作用 ， 
则 利用 公式 (o22.10) 有 


Fo ; t —iwt Fo t 1 —iwT 三 —iwt 
一 sy 六 iu t= iw Er Ey 作 1 二 i dt 
: Tm® 下 人 Tm iw 0 


Fo iwt i 1 _iwT Fo 
ES iwt | Te 一 io Ee icT _] 
~ | 下 iw ke Wh w2Tm 





eicwt wh - 
TT [(iwT + 1)e 1] 


wTm 
根据 关系 |E|? = a2w2, 故 有 振幅 为 
a 一 = 3 w27T?2— 2wTsinwT +2(1— coswT). 
习题 5 同 习 题 2, 但 力 在 从 零 到 全 = 2n/w 时 间 间 隔 内 按 规律 F 二 
Fosinwt 作用 . 六 
解 : 采用 与 习题 3 方法 二 相同 的 方法 . 将 F(t) = Fosinwt = 而 各” 
eic 代入 公式 (022.10) 并 积分 , 有 


1 他 
€= ee / ee 一 ict (ei 吧 一 本 人 d= to 2 / (1 i dt 
. 0 2i7 0 


to t 1 —2iwT Tho jit 
ju 二 1 到 1 三 1 
ai 2m | 6 2iw (e ) i 


eic (wT sinwT + coswT—1)+i(wTcoswT — sinwT)]. 
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其 中 最 后 一 个 等 号 代入 了 全 = 2n/w. 于 是 ,振幅 为 
Pg 二 


wW mw2 


823 多 自由 度 系统 振动 
823.1 内 容 提 要 


对 于 自由 度 为 s 的 系统 , 如 果 考 虑 平衡 位 置 附近 的 微 振动 , 用 zx; 表示 
对 平衡 位 置 的 偏离 , 且 将 系统 的 动能 和 势能 分 别 保留 到 zx; 和 zi; 的 二 次 项 ， 
则 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 二 
L= 5 Santi 一 kigTiTk), (023.4) 
其 中 mik = mi kik = kki. 相应 的 拉 格 朗 日 方程 为 
marin 击 方 。， AiKZK = 0. (023.5) 
k 大 


这 是 s(i = 1,2,3.…,s) 个 常 系数 线性 微分 方程 组 ， 可 以 用 试探 法 求解 
(o23.5), 设 解 的 形式 为 zk = 4keiw%t 则 求解 (o23.5) 变 为 求 下 列 齐 次 线性 
代数 方程 组 
>》 (一 w27mi + Ri) 4 = 0 (023.7) 
k 


要 得 到 方程 组 的 非 零 解 ,w 满足 特征 方程 

[kix 一 wmag| = (023.8) 
特征 方程 的 解 wa 称 为 系统 的 特征 频率 或 本 征 频 率 . 将 由 特征 方程 求 得 的 
特征 频率 代入 (o23.7) 再 求 4A. 从 代数 角度 看 , 求解 (023.7) 等 同 于 本 征 问 


题 ( 见 本 节 内 容 补 充 部 分 ). 
对 于 wo 无 重 根 的 情况 , 系统 的 通 解 为 


Tk = Re bs Acoenr | 三 > Aka Oa, (023.9) 


Ql 
其 中 Aka 是 (o23.8) 行列 式 的 代数 余子 式 , 并 且 w 用 本 征 频 率 wu 代替 ， 
Qa = Re {Cae'®°!} = ca cos(wat + pa). (023.10) 
@ 文 献 中 也 常 称 为 久 期 方程 (secular equation). 
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eu 称 为 简 正 坐标 (或 者 主 坐 标 ), 相应 的 简单 周期 振动 称 为 系统 的 简 正 振 
动 . 
用 简 正 坐标 表示 时 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 表示 为 对 角 的 形式 


人 2 -wo2 02),. (o23.12) 
求 简 正 坐 标 有 多 种 方法 , 典型 的 是 按 本 征 问题 处 理 , 即 求 本 征 频 率 以 及 相 
应 的 本 征 矢量 (其 分 量 为 4.). 
823.2 ”内 容 补 充 


1. 势能 表示 式 (o23.2) 以 及 相关 条 件 

对 于 (023.2) 形式 的 势 , 系统 要 满足 下 列 要 求 : (i) 主动 力 全 是 保守 力 ， 
所 以 系统 的 势能 仅 与 位 置 有 关 , 即 UV = U(r;); (ii) 约束 是 定常 的 , 坐标 变换 
关系 中 可 以 不 显 含 时 间 , 所 以 势能 中 仅 含 有 广义 坐标 , 没有 广义 速度 和 时 
间 , 即 UV = U(qi,g2,… ,4s). 将 势能 U 对 广义 坐标 g; 在 平衡 位 置 附近 进行 
Taylor 展开 


OU 
7-m+ (Bm)| a SD | 


其 中 , 第 二 项 (8U/8dijlw。 = 0, 因为 平衡 位 置 是 势 函 数 的 极 值 点 . 再 取 平 衡 
点 为 势能 零点 , 即 Vo = 0. 于 是 , 在 保留 到 xz; = g; 一 qio 的 二 次 项 时 , 有 


1 O02U ) 
一 一 kh; TiTk, 1 
二 (交友 . 


对 于 连续 可 导 的 势 函 数 , 偏 微分 可 以 交换 次 序 , 则 有 


px = (到) - (RE ) 
“Nao6w 咱 。 \Og0g: 加 


即 系数 关于 脚 标 是 对 称 的 . 
平衡 点 是 稳定 的 , 要 求 (i) 势 函 数 (23.1) 中 的 系数 kx 构成 的 矩阵 ( 称 
为 刚性 系数 矩阵 ), 即 





(gi — qio)(qk — qk0) + *…,， 











(23.1) 











= Ki 








(23.2) 
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是 正定 的 矩阵 ;(i) 系数 和 矩阵 是 实德 阵 , 即 U* = U; 而 同时 (也 ) 系数 和 矩阵 也 
是 对 称 的 , 即 U7 = U. (ii) 和 (ii) 表示 和 矩阵 D 是 Hermite@ 矩阵. 

2. 简 正 坐标 与 本 征 问 题 

如 果 将 (o23.6) 的 系数 看 成 矩阵 4 的 元 素 , 即 


4。 
而 动能 的 系数 矩阵 ( 称 为 惯性 系数 矩阵) 记 为 
MA Fy 7721s 
M=|: ; 站， (23.3) 
772s1 ie Tss 
与 U 一 样 , M 也 是 实 的 , 对 称 的 , 正定 的 矩阵 . 利用 这 些 和 矩阵 , 方程 (023.7) 
可 以 表示 为 下 列 矩 阵 形 式 
UA=wM A, (23.4) 
即 
M-IU A=wA. (23.4") 


于 是 , 求解 (023.7) 等 同 于 解 (23.4). 但 是 方程 (23.4) 是 本 征 值 为 w2, 本 征 
矢量 为 4 的 本 征 方程 . 
记 本 征 频 率 wa 相应 的 本 征 矢量 为 A。, 即 


4ia 


则 可 以 证 明 本 征 矢量 具有 性 质 
A M Ap 一 Madag, (23.5) 


即 不同 本 征 频率 相应 的 本 征 矢量 是 相互 正 交 的 . 利用 这 样 的 性 质 , 可 以 证 
明 如 果 广 义 坐标 zk 与 坐标 6。 之 间 通 过 关系 zk = 》 Aka 8。 相 联 系 , 则 坐 


@ Charles Hermite, 1822 1901, 法 国 数学 家 . 
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标 9。 就 是 简 正 坐标 ( 见 下 文 ). 可 见 , 求 出 本 征 矢 量 就 可 以 找到 系统 的 简 
正 坐 标 . 
现在 证 明 式 (23.5). 对 于 本 征 值 we 和 wa, 由 方程 (23.4), 有 


U As =wiM Aa, UAg=w3M As. (23.6) 
将 上 式 中 的 第 一 式 两 边 同 时 左 乘 A5, 第 二 式 两 边 同 时 左 乘 A7, 则 有 
43U 4 =wiASM Ao, AIU Ag = wiATM 46. (23.7) 
对 上 式 中 第 一 式 两 边 同时 进行 转 置 运算 , 考虑 到 U = UT, M = M7, 则 有 
AIU As = wi ALM Ap (23.8) 
将 上 式 与 式 (23.7) 中 的 第 二 式 相 减 , 有 
(w2 — wi)ATM Ag =0. (23.9) 
当 wa 关 wa, 即 本 征 频 率 不 同时 , 由 上 式 可 得 
ATM As = 0, (23.10) 


即 相 应 的 本 征 矢量 是 正 交 的 . 另 一 方面 , 因为 M 是 正定 的 , 则 47M A。 是 
非 负 的 常数 , 记 
47M 4。 = mo. (23.11) 


当 ms = 1 时 , 则 称 4。 是 归 一 化 的 本 征 矢量 . 将 式 (23.10) 和 (23.11) 统一 表 
示 就 得 到 (23.5). 

需要 说 明 的 是 , 方程 (23.4) 中 的 各 方程 不 是 完全 独立 的 , 即 本 征 矢量 
是 不 能 完全 确定 的 , 因为 特征 方程 表明 方程 (23.4) 的 系数 矩阵 避 --w2M 的 
秩 小 于 s. 当 和 矩阵 U 一 w?M 的 秩 为 s 一 1 时, 有 一 个 待定 常数 , 或 者 说 只 有 
A1,… ,4; 的 比率 是 确定 的 , 此 时 可 用 归 一 化 条 件 确 定 这 个 待定 常数 . 

3. 简 正 坐标 与 拉 格 朗 日 函数 (o23.12) 

设 广义 坐标 与 简 正 坐标 的 关系 zk = >》 Aka Oa, 其 中 zk 为 广义 坐标 ， 


98。 为 简 正 坐标 , 则 系统 的 动能 为 ” 
SA 下 1 Lg 二 二 一 3 Dm Do Arno pp 
人 


= 3 DmeAroA sp Oa Oa = = ; 5 ATM ApO O48. 
2 27 k,s a 


1 -ee 1 
代 " 半 3 2 Tadap Oa Op = > mae62. 


QB a 
系统 的 势能 


U(x1; za2……2n) = > >》 KRksTRTs = 5 > DAB ,Aap 
k,s [1 Ce 
= 区 wa Qa O8 = 3 3 AVAs0. Og. 


opB 


因为 U hp =w3M Ap, 代 入 上 式 可 得 
时 
-3 M Ag Qa Og8 = 5 2 w3rnabap6u6e = = 3 maO2. 


于 是 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
1 a 1 1 
L=T-UV= 32" 二 3 2 m0 = 32 mole — w2 62). 


此 即 式 (o23.12). 

用 简 正 坐标 表示 的 动能 和 势能 也 称 为 对 角 化 的 形式 , 因为 它们 的 系数 
矩阵, 即 惯性 系数 矩阵 和 刚性 系数 和 抢 阵 此 时 均 是 对 角 和 矩阵 . 将 拉 格 朗 日 函 
数 化 为 对 角形 式 的 过 程 也 称 为 对 角 化 (diagonalization). 本 节 中 讨论 的 对 角 
化 是 通过 求解 本 征 问 题 而 实现 的 . 从 多 项 式 的 角度 来 说 , 用 简 正 坐标 表示 
时 动能 、 势 能 以 及 拉 格 朗 日 函数 的 表示 式 是 无 交叉 项 的 . 从 运动 微分 方程 
来 看 , 每 个 方程 中 仅 出 现 一 个 简 正 坐标 , 不 同 简 正 坐 标的 方程 之 间 是 无 耦 
合 的 (uncoupled). 总 而 言 之 , 简 正 坐标 相应 的 简 正 振动 之 间 是 相互 独立 的 . 

一 个 简 正 坐标 相应 的 运动 表示 系统 的 一 种 振动 模式 ， 称 为 简 正 模 
(normal mode) (简称 为 模 ), 是 系统 整体 运动 行为 的 一 种 表现 . 各 个 模 的 激 
发 取决 于 初始 条 件 , 即 对 特定 的 初始 条 件 系统 仅 出 现 一 种 简 正 模 . 在 量子 
理论 中 , 这 些 简 正 模 相应 的 量子 是 所 谓 的 准 粒 子 或 元 激发 . 代表 性 的 例子 
是 晶 格 振动 简 正 模 相 应 的 声 子 . 

本 节 讨 论 的 多 自由 度 振动 系统 是 一 类 特殊 的 可 积 系统 , 它 可 以 约 化 为 
一 系列 单个 自由 度 的 问题 , 每 一 个 自由 度 与 一 个 简 正 坐 标 相 联系 . 
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823.3 “习题 解答 
习题 1 设 两 个 自由 度 系 统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
b= es 站 下 = 3 + ) + ary, 
(两 个 全 同 的 本 征 频 率 为 wo 的 一 维系 统 以 相互 作用 -axy 耦合 起 来 ), 试 求 
解 : 由 拉 格 朗 日 函数 , 可 得 系统 的 运动 方程 为 
t+wIT= ay， 了 十 w3y = az (1) 
设 解 的 形式 为 
z= Aze™’, y= Ayew’, 
将 其 代入 运动 方程 (1), 可 得 
ee w24 eict + wiAret = QAye™t, 
— wi Aye™t + wiAye™t = aAzret. 


对 上 式 化 简 即 得 








上 式 可 用 给 阵 形式 表示 为 
WZ 二 一 冯 A 0 
—Q@ wi—w Ay 0 
所 以 特征 方程 为 
2 
w6 一 中 a | 0 
—Q@ we—w? 
即 
(w3 一 w2)2 = a2. 
由 此 可 得 


即 本 征 频 率 为 
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当 w 之 wi, 即 3 是 小 量 时 , 对 上 面 的 两 个 表示 式 进行 Taylor 展开 , 并 
0 
仅 保留 到 小 量 的 一 阶 项 , 得 


化 
WwW? 一 WO 一 7 


可 见 在 上 和 71 方向 的 运动 是 频率 几乎 相同 的 简 谐 振动 , 它们 的 县 加 将 产生 
频率 为 wz 一 wi = 过 的 拍 ， 
下 面 求 本 征 矢 量 . 将 式 (3) 中 的 第 一 个 频率 wi 代入 式 (2), 有 





由 此 可 得 A = 4 故 有 


1 
= 和]. 
1 


根据 归 一 化 条 件 (23.11), 考虑 到 现在 惯性 系数 矩阵 为 


则 有 


故 


2 
于 是 , 与 频率 wi 相应 的 归 一 化 的 本 征 矢量 为 


V2 /1 
= l 


将 式 (3) 中 的 频率 wo 代入 式 (2), 有 


hl) 
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由 此 可 得 4 po —Ay, 相应 地 有 


1 
As . 


据 归 一 化 条 件 (23.11), 有 


故 可 得 


4 时 ( 吕 加 
由 式 (4) 和 (5) 可知 , z,y 与 简 正 坐 标 Q1,Q2 的 关系 分 别 为 
s= (0 + 02) = (6) 
将 关系 (6) 代入 题 中 的 拉 格 朗 日 函数 , 可 得 其 用 Q1,Q@2 表示 的 形式 为 


L= 3(07+08) -3 -0 — 3+) 
可 见 , 工 关于 Qi1,Q2 确实 是 对 角 化 的 , 即 Q1,Q@2 是 简 正 坐标 . 

习题 2 试 求 85 平面 双 摆 的 微 振 动 . 

解 : 选取 系统 为 ml 和 7naz, 它 有 两 个 自由 度 , 选取 广义 坐标 为 pl 和 po. 
由 85 图 ol, 有 质点 mi 和 m2 的 坐标 分 别 为 (li sinwpl,licoswl)，(1asin Pl 十 
12 sin pz,1icoswol 十 12coswoo). 由 此 可 得 mi 的 动能 为 





下 
IY 一 3alip. 
mz 的 动能 为 
. 9 。 人 
Da = 5m PY + Bp3 十 201129192 cos(P1 — p2)]. 


由 于 假定 pl 和 yo 均 为 小 量 , 即 pl 安 1,wp2 安 1, 在 上 式 中 可 作 近 似 cos(wp1 一 
gp2) 之 1 即 保留 到 ba, bo 的 二 阶 项 , 于 是 有 


1 . 
T3 二 3m2(li9? 二 12p2 + 2l1l2p1P2). 
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系统 的 动能 为 


下 二 六 
m2l293 十 221112921 2. 


T= 了 十 卫 = 3(mz + ma)B 病 ++3 


TT 的 惯性 系数 矩阵 1M 为 ， 


(mi 十 m2)1? molil2 (1) 
m2lilo m2l2 
系统 的 势能 为 
U = —miglicoswpi — m2g(li cos wi l2 cos po2). 

: 名 ep 1 1 S 
同样 因为 pl 和 ws 均 为 小 量 , 作 近 似 cospl 1 一 391, cosp2 守 1— 503, 代 
入 上 式 并 经 化 简 有 

到 一 3(m 十 mz)glip? 十 3maglap3 (migli + m2zgli + m2gl2). 
U 的 刚性 系数 矩阵 UU 为 
六 二 (mi 十 m2)gl 0 | (2) 
0 m2gl2 
拉 格 并 日 函数 为 
1 1 多 
L= 3(m 十 702)1121 十 3"2l2p2 + m2lil2p192— 
1 于 
Ee + m2)glip? 一 5"29l2p2, 
其 中 略 去 了 势能 中 对 运动 无 影响 的 常数 项 . 将 到 代入 拉 格 朗 日 方程 
- aL\) aL_, 
dt \ Op1 Op1 
4 /BY Lo 
dt \ Op2 Op2 
得 系统 的 运动 微分 方程 为 
[mi + m2)?B1 + malil2g2] + (mi + m2)glip1 = 0, 
(m2l2p2 + m2lil2B1) + m2gl2p2 = 0, 
Bp 
(mi 十 7n2)1951 十 ?702021202 十 (mi + m2)gpi = 0， (3) 


UPB1+ /292 + 99p2 = 0. 
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设 方程 (3) 的 解 为 


ol = et oa = Ayeiwt. 


将 它们 代入 上 面 的 式 (3), 可 以 得 到 
一 (mi 十 m2)l1w? Aie™t — mglzw?2 Azeiot 二 (m1 十 m2)gAre'”t = 仙 
— lw? Aiei®t — lw? Avei®t + gAzeiet = 0. 


化 简 后 
Ai(mi 十 maj(g 一 1iw2) 一 Asm2l2w? = 0, 
一 Ailiw? 42(9 一 12w2) 二 由 


特征 方程 为 上 述 方 程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 , 或 者 det(U -w2M) = 0， 











即 
(m1 非 m2)(g = 11w2)1 —me2lil2w? _0 
—m2lil2w? mal2(g — l2w?) 
由 此 可 解 得 本 征 频 率 为 
2 9 
12 一 2771L172 芝 
{lm 丰 m2) (1 让 /2) 主 V(ma 十 m2)[(m1 十 m2) (U1 十 12)2 一 am } 6 
习题 3 试 求 质点 在 有 心力 场 U = kr?/2 中 的 运动 轨道 ( 称 为 空间 振 
子 ). 
解 : 根据 势 函 数 可 得 相应 的 有 心力 为 
dU 
= = kr 


对 于 有 心力 问题 , 质点 作 平 面 运 动 , 取 该 平面 为 zy, 则 相应 的 质点 运动 微 
分 方程 为 
ms = —kz, my = —ky. 
或 者 , 对 于 平面 运动 , 取 zy 为 广义 坐标 , 则 系统 的 动能 为 
T= 3 让 十 的) 


系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 1 
L=T-U=3m(t + )— ak(r +9). 
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代入 相应 的 拉 格 朗 日 方程 得 运动 微分 方程 为 
mi = 一 KZ， my = —ky. 
它们 均 是 频率 为 w 一 VE/m 的 简 谐 振动 方程 ,运动 方程 的 通 解 为 
T=acos(wti+a), y= bcos(wt+p), 
其 中 a,b,a,B 均 为 积分 常数 .将 上 两 式 改写 为 
z=acosp, Y=bcos(p+6) = bcosdcosp— bsindsiny, 


其 中 w=wt 十 a,6= 二 8B 一 Qa， 由 此 可 解 得 


7 . 记 (2 ;9) 
ODM SINO = 一 名 i 

















a 
于 是 有 
1 = cos? w + sin? . Ee : 
We 3 sin?26 wh 
1 [一 只 2%y 
三 | 一 so 
sin26 有 E PB ab "|; 
即 
2 2 
多 
tt 


02 ”好 ab 
这 就 是 质点 运动 的 轨道 方程 , 它 是 中 心 在 坐标 原点 的 椭圆 . 
讨论 : 对 于 有 心力 问题 , 我 们 通常 采用 平面 极 坐 标 (mp) 作为 广义 坐 
标 , 但 是 在 本 问题 中 由 此 求解 并 不 简单 . 当 用 (mr,p) 为 广义 坐标 时 ,系统 的 
拉 格 朗 上 日 函数 可 以 写 为 
_1 2 ， .222 工 ， 2 
L= am(r +7 “wp”) 5K’ 
gp 是 可 遗 坐 标 , 则 有 广义 动量 积分 
mr2p = M, (1) 
其 中 M 是 积分 常数 , 实际 上 为 系统 相对 于 坐标 原点 的 角 动 量 . 又 由 关于 
拉 格 朗 日 方程 可 得 相应 的 运动 微分 方程 为 
7 人 ( 估 一 rp2) 十 和 r 一 0. (2) 
将 式 (1) 代入 式 (2) 并 整理 可 得 


k M2? 
一 人 十 一 
770 m2r3 
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利用 fF 一 ?全 将 式 (3) 化 为 


本 k M? 
Fd7 = — "dr + ars dr (4) 
对 式 (4) 积分 一 次 , 可 得 
k M? 
2 2 
=- (5) 


其 中 cc 是 积分 常数 . 
设 了 =7ro 时 ,r= 二 0, 即 ro 是 质点 运动 的 转折 点 , 质点 的 运动 限制 在 
"ro 的 区 域 中 , 则 有 








天 M? 
由 式 (5) 可 得 
M? 
Tr 二 土 c 一 一 7 一 a 
令 z=72, 并 考虑 到 式 (1), 上 列 方程 可 改写 为 
MM = +2dy. (7) 
大 M? 
mz4/ cz 一 —22 一 一 7 
m, m 
查 积 分 表 中 
bz 十 2c 
a es a <0, b> 4ac)， 
| A- V 一 esin 02 一 4ac le ae) 
对 方程 (7) 积分 可 得 
2M? 
C2 
arcsin ——— 2 = +2y + po, 
» AM2k 
z4/c2— 
m 
即 
M? 
i (8) 
De 
c—4/c2— sin( 士 22 十 mo) 


其 中 po 是 积分 常数 . i 区 式 、 


© I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik. Table of integrals, series, and products, 7th ed. 
Academic Press, 2007, p97, 公式 2.266. 
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824 分 子 振动 
824.1 ”内容 提要 


对 于 分 子 , 如 果 不 考 虑 整体 的 平 动 和 转动 自由 度 , 仅 关注 振动 问题 , m 
个 原子 组 成 的 分 子 有 3n 一 6 个 振动 自由 度 (对 线性 分 子 则 有 3n 一 5 个 振动 
自由 度 ). 相应 地 , 各 原子 偏离 其 平衡 位 置 的 矢量 ws 之 间 有 附加 限制 条 件 


》 mnaaua = 0， (o24.1) 
a 


以 及 
Smarao x wa = 0， (024.2) 
其 中 rao 是 第 a 个 原子 平衡 位 置 的 径 矢 . 条 件 (o24.1) 消除 分 子 整体 平 动 自 
由 度 , 等 价 于 在 质心 系 中 人 研究 分 子 运动 . 条 件 (o24.2) 消除 分 子 整体 转动 的 
自由 度 . 
分 子 的 简 正 振 动 可 以 根据 其 中 各 原子 的 运动 特征 进行 分 类 . 例如 , 对 


于 平面 分 子 , 即 所 有 原子 位 于 一 平面 内 的 分 子 , 可 区 分 原子 的 面 内 简 正 振 
动 和 面 外 简 正 振 动 . 对 线性 分 子 , 可 以 区 分 纵向 振动 和 横向 振动 . 


824.2 内容 补充 
。 公式 (o24.2) 
因为 re x va = (roo 十 Wa) x (Ta0 十 a), 而 roo = 0, 则 有 
Po X Va = rad X Ua Wa X Ug. 
上 式 中 略 去 wo 的 二 阶 小 量 , 即 右 边 第 二 项 , 则 有 
2 过 
ra Xx Va Sra X Va 三 下 (rao X Wa). 


故 
M = Dmara X Va 匀 (> marao 淡 wa) 


可 见 在 这 种 近似 下 , 角 动 量 可 以 表示 为 某 一 函数 法 morao x ua 对 时 间 的 全 
微分 . 于 是 , 总 角 动 量 M 等 于 零 即 表示 marao x ua 是 一 常 矢 量 , 令 其 等 
于 零 不 影响 对 于 振动 的 描述 . 
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824.3 “习题 解答 


习题 1 求 线性 3 原子 对 称 分 子 4B4 (图 028) 的 振动 频率 . 假设 分 子 
势能 仅 依赖 于 距离 4 一 万 , 巨 - 4 以 及 角 ABA. 

解 : 分 别 考 虑 原子 的 纵向 运动 以 及 横向 运动 , 即 认为 两 种 运动 是 相互 
独立 的 . 

设 各 原子 纵向 位 移 分 别 为 zi,za,za, 有 


Wl = (7Z1,0)， ua2 = (72,0), ws = (73,0). 
根据 (024.1), 为 消去 平 动 , 即 在 质心 系 中 研究 运动 , 纵向 位 移 满足 关系 
mu4(Z1 十 Z3) 十 70BTZ2 = 0. (1) 


将 原子 之 间 的 相互 作用 等 效 为 弹性 力 (弹性 系数 为 各 ), 则 分 子 纵向 运 
动 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


1 ， . 1 1 
五 三 FmA(LI 十 必 2) 十 本 7 一 3K1l(z1 一 2Z2)2 十 (za3 一 zx2)2]. 


纵向 有 两 个 振动 自由 度 , zi,za,za 不 完全 独立 , 利用 式 (1), 从 上 式 中 消去 
z2, 有 


2 
mm & : WA 了 
-二 (好 十 刘 ) 十 天 竺 (2 十 zs)2 一 


六 = 
2 2mp 


(2) 


k 
er {l(ma 十 mB)zi 十 maAza] 十 [mazi 十 (ma 十 ma)zel?} . 


它 是 用 独立 坐标 表示 的 形 式 ， 但 是 含有 交叉 项 tiks 和 Z173. 
引入 新 坐标 


Qun =zZli 十 zs3，Qs = 71— 73, 


则 有 
2 一 5(9o+Q)，7a 一 (9 一 9o)，22 一 一 
将 上 式 代入 前 面 的 拉 格 朋 日 函数 (2) 中 , 可 得 
三 一人 二 03 — a 0 - i 








4mp 
其 中 儿 =2ma 十 mB 是 分 子 的 质量 . 拉 格 朗 日 函数 工 关 于 新 坐标 Qs, Qa 是 
完全 对 角 化 的 , 即 没 有 交叉 项 . 在 相差 因 本 征 矢量 的 归 一 化 而 给 出 的 归 一 
化 常数 的 意义 上 , 坐标 Qa。 和 Qs 就 是 简 正 坐标 . 
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将 式 (3) 代入 拉 格 朗 日 方程 
dad fdE 8b _ 1 
dt | 志 ) Oa 页 


kk 
MAMB 


Kk1 
wa = (4) 
的 简 谐 振动 . 坐标 Qs 的 运动 对 应 着 相对 分 子 中 心 的 反对 称 振动 (zl = x3)， 
即 两 个 4A 原子 相对 于 B 原子 同时 向 相同 的 方向 运动 . 在 质心 系 中 看 , 三 个 
原子 均 是 运动 的 ,但 BB 原子 的 运动 方向 与 两 个 A 原子 的 运动 方向 相反 ,以 
保证 分 子 的 质心 静止 (图 o28a). 
再 将 式 (3) 代入 拉 格 朗 日 方程 


d /OL Ob 
dt \ ao 0608, 





可 得 相应 的 运动 方程 为 





Qa Qa = 0. 





可 得 运动 方程 为 . 
Os 十 一 Q@。 三 0. 
MA 
,1 年 
Wsi 三 ma (5) 


的 简 谐 振动 . 坐标 Qs 的 运动 对 应 着 对 称 振动 (zl = 一 x3, 图 028b), 即 两 个 
4 原子 相对 于 已 原子 分 别 向 相反 的 方向 运动 . 对 于 该 情况 ,在 质心 系 中 看 ， 
B 原子 是 静止 的 . 

对 于 原子 的 横向 运动 , 设 各 原子 横向 位 移 分 别 为 Wi,yaya, 则 有 


ul 二 (0,y1), au2 二 (0,y2), vs = (0,ys). 
又 以 B 原子 的 平衡 位 置 为 坐标 原点 , 则 有 

710 一 (1,0), 720 = (0,0), ra3o = (一 1,0). 
根据 (024.1), 消去 平 动 的 条 件 为 


mz4(W1 十 %3) 十 mmBV2 = 0. (6) 
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根据 (o24.2), 消去 转动 的 条 件 为 
malyi — malys = 0， 


即 

Yi = V3. (7) 
该 条 件 表 示 两 个 A 原子 沿 横 向 在 相同 的 方向 上 运动 . 为 保证 分 0 
静止 , B 原子 运动 的 方向 与 两 个 原子 4 的 运动 方向 相反 , 即 分 子 弯 曲 . 


ee dg ps ere th de 
偏离 纵向 的 角度 分 别 为 51,63, 则 有 


5 tan 且 一 具 二 上 2 63 ~ tanb 一 全 
于 是 6 可 以 用 位 移 表 示 为 
6=01+63 7 (yy) + (ys — y2)]. (8) 


横向 振动 有 一 个 自由 度 , 取 6 为 相应 的 广义 坐标 . 利用 关系 (6), (7) 和 
(8), 将 所 有 位 移 yi,yz,ys 用 5 表示, 则 有 变换 关系 


mm 让 
Vl1 三 V3 三 p77 Vy2 = en 
将 这 些 关系 代入 分 子 横向 振动 的 拉 格 朗 日 函数 
工 = 5ma( 闪 十 蜗 )+ mp 到 -了 21252， 
2 2 2 
可 得 


及 ， 
L = THE + + AmB 2 — zz62 = es Lkol26?. (9) 


将 此 工 代 入 拉 格 朗 日 方程 





dt \ 96 06 
得 运动 方程 
tg 
mMAMB 
这 是 频率 为 
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的 简 谐 振动 . 
说 明 : 上 面 在 求 纵向 振动 时 是 直接 给 出 简 正 坐标 Qa, Qs 与 广义 坐标 
Zi,Z3 之 间 的 关系 的 . 实际 上 , 可 以 按 823 的 方法 先 求 出 本 征 矢 量 再 得 出 这 
另外 , 考虑 到 通常 的 广义 坐标 与 简 正 坐标 之 间 的 关系 是 线性 变换 关 
系 , 将 该 变换 关系 代入 拉 格 朗 上 日 函数 中 并 要 求 无 交叉 项 ,由 此 在 相差 一 个 
归 一 化 常数 的 意义 上 可 以 确定 变换 关系 中 的 系数 , 进而 也 可 以 得 到 简 正 坐 
标 . 对 于 本 题 , 设 变换 关系 为 


Gu =2Z1 十 az3， Qs 一 21 十 br73， (10) 


这 里 a,b 为 待定 常数 , Qo,Q@s 与 前 面 的 含义 相同 , 为 简 正 坐标 . 由 关系 (10) 
反 解 出 7Z1，Z3， Bp 
aQWs 一 bu Qa — Vs 


WY 本人 ge aa et 1 


WD a—b 


将 上 式 代入 拉 格 朗 日 函数 (2) 并 整理 可 得 


-i {le $1 中? Qs + 攻 于 寺 一 呈 | 问 二 
2 |-oe+ 了 十 7 (a —1j(1= 中 QQ.) A 
ki 


| Bla— DD) ma(mat ma)+ (0 + 1)ms] Qs+ 
B 
[2(1 一 b)2ma(ma 十 mB) 十 (b? 十 1)m$| 加 2 十 


2 [2(a— D1 -bma(ma+ma)— (ab+ 1)m3] o.9 小 
令 上 式 中 交叉 项 QuQ。 以 及 @ua。 前 的 系数 等 于 零 , 即 


| (00+ 1 A 1 =0, 
MB 
2(a— 1)(1—bma(ma+ms)— (ab+1)ms =0. 


由 此 可 得 


(ab+1)=0, 
(a—1)(1—b)=0. 


这 有 两 组 解 : 
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以 及 


考虑 到 前 面 对 符 号 Q@。 Qs 的 约定 , 取 第 一 组 解 , 将 其 代入 (10) 所 得 结果 与 
前 面 给 出 的 关系 是 一 致 的 . 
习题 2 同上 题 , 但 分 子 4B4 的 形状 为 三 角形 (图 029). 
解 : 设 各 原子 的 位 移 分 别 为 (zhi),(za, 如 ),(za,ya), 即 有 
ua1 三 (T7101), U2 = (72,Y2), Vs = (Z3,V3). 
又 以 B 原子 的 平衡 位 置 为 坐标 原点 , 则 有 
7l10 = (lcosa,!lsina), ra20 = (0,0)， 730 = (—lceosa,!lsina). 
根据 式 (024.1) 和 (o24.2), 原子 位 移 wu(a = 二 1,2,3) 在 了 著 和 YY 方向 的 分 
量 满足 关系 
mA(z1 + TX3) 十 mBx2 == 0， 
mA(yi+y3)+ may = 0, 
(yi— vy3)sina— (zi1+ Zz3)cosoa = 0. 
利用 矢量 wl 一 wu2 和 ws 一 U2 在 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 , 可 得 距离 
AB 和 BA 的 变化 量 8 和 8 如 下 
Sl1 = (zl 一 Zo2)sina + (yi — y2) cosa, 


6l2 = 一 (Za 一 Z2)sina 十 (73 一 ya) cos a. 


将 这 两 个 矢量 向 重 直 于 直线 A4B 和 BA 方向 上 投影 , 可 得 角 ABA 的 改变 


“这 


[(z1 — Zz2) cosQ — (yi — y2)sina]+t 7 [一 (zs 一 Z2) cosa — (ys — y2) sin al] . 
分 子 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


1 
五 三 二 ma(od 十 3) 十 本 7 位 2 < 3 (612 + 612) 一 3 hal?6? 


1 , 1 . 1 ， 1 
一 3mA(21 十 色 十 认 十 弛 ) 十 本 2B (2 十 奶 ) 一 本 ba(61 + 612) 一 本 bz1267， 


其 中 势能 部 分 有 沿 两 原子 连 线 方向 的 振动 势能 ( 拉 伸 势能 ) 和 垂直 于 该 方 
向 的 振动 势能 ( 即 习题 1 中 的 弯曲 势能 ) 两 部 分 ,分 别 为 上 式 中 的 第 三 项 和 
第 四 项 . 分 子 的 面 内 振动 自由 度 为 3. 引入 新 坐标 


Qu=Zl1 十 z3，dsl 一 01 一 Z3， qs2 = Yi ys. 
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这 三 个 坐标 可 以 作为 系统 的 广义 坐标 . 将 矢量 wi, wo, as 的 分 量 用 这 些 新 


1 1 
wy 三 3(Qa 十 9sl) Ya 二 (Ge 一 g6 往 22 一 mp” 
1 1 mm, 
Wi 三 3 (qs2 + Qacota), vy3= 3 (9s2 — Qacota), vy2= -2 


将 它们 代入 前 面 的 拉 格 朗 日 函数 , 经 计算 后 可 得 拉 格 朗 上 日 函数 为 


mA /2ma 1 2 mA mak . 
bm (Ge 


k1 /2 1 2m, 
2 ( 224 + 和 ) (+ < 和 sin2ea ] -= 
4 mB sin” a mB 


5 
dsl (F, sin? a + 2ko cos? a) — q2 (ha cos2 a + 2k2 sin? oo) 十 
TE 











4 


qs14s25— (Zhe — ki)sin ocosa. 


Tn 


可 见 Ye 与 dsl 和 ds2 之 间 是 没有 耦合 的 ， 即 Qa 是 简 正 坐标 . 但 是 ， dsl 和 ds2 
之 间 是 有 耦合 的 , 即 它们 不 是 简 正 坐标 . 


由 拉 格 朗 日 方程 
d oL 吴 oL -0 
dt (二 | Oa 的 


B+ 如 (+ aa sa Qa= 0 
mA mB 
由 此 可 见 , 坐标 Qa 对 应 于 频率 为 


大 2m 
Wz. 二 ( 十 EA sinza] 
mA mB 








A 


得 运动 方程 为 





的 相对 于 YY 轴 的 反对 称 振动 (zl = 7Z3,yi = 一 Ya, 图 029a). 
将 工分 别 代 入 与 qr, qs2 相应 的 拉 格 朗 日 方程 ,有 


mAdsi + qsi(k1 sin? aw + 2k2 cos? Q) — qs2 (2k2 — ki)sinacosa = 0, 
B 


mAgs2 十 qs2 (ha cos? w + 2k2 sin? a) — gs1(2k2 — ki1)sinacosa = 0. 
B 
令 qsk 二 4keiet( 大 = 1,2), 代入 上 式 可 得 


[maw? — (ki sin? a + 2k2 cos? Qa)] 41 十 hs Qk — ki)sinacosa = 0, 
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Ai(2kz — ii)sinacosaw 十 42 [ma 一 (hi cos? a + 2k2 sin? | = 0. 
B 
于 是 特征 方程 为 


mAw? 一 (ki sin? a + 2k2 cos? oa) -Coks 一 Ki) sin a cos a 


(2kz — ki1) sin acosa mAaw? 








一 (hy cos? a + 2k2 sin? a) 
mB 

= [maw? — (ki sin2 @ + 2k2 cos? a)| [ma 一 站 他 cos2 a + 2ko sin? oj 一 
-E(ks — ki1)? sin? a cos? a = 0, 
mB 


即 











k 2 2k 2 
0 by (+ 人 eo?a) 4 二 2 (+ sno)| 年 2 ho —6. 
mA MB mA mB MBMA 


坐标 gsi, qs2 对 应 于 两 个 振动 (相对 YY 轴 对 称 : cl = 一 x3,yi 二 Va, 图 029b 和 
029c), 相应 的 振动 频率 wsl, wsz 是 上 述 特 征 方程 的 根 . 当 2a 二 x 时, 这些 频 
率 与 习题 1 中 的 相同 . 

习题 3 同 习 题 1, 但 分 子 ABC 是 线性 非 对 称 的 . 

解 : 设 各 原子 位 移 分 别 为 (z1,W1), (z2,92), (z3,ya), 即 有 


Wi = (T1191), V2 = (2,Y2), vs = (T3,Y3). 
又 以 B 原子 的 平衡 为 坐标 原点 , 则 有 
ri10 = (11,0), rao = (0,0), rao = (—l2,0). 
根据 式 (024.1) 和 (024.2), 原子 纵向 位 移 (z) 和 横向 位 移 (y) 之 间 的 关系 为 


mATi 十 0BZ2 + mor3 = 0, 
70491 十 ?0B22 + moys= 0, 


mAaliyi = mol2y3. 
拉 伸 和 弯曲 的 总 势能 为 
1 LL 1 
3K1(611)? 十 本 好 (612)2 十 本 21 0 ， 
其 中 21=1 十 12. 对 于 纵向 振动 


Ol = V1 ~— Vy, Olo 一 .3 一 了 2。 
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而 弯曲 引起 的 角 4B4 偏离 zn 的 大 小 5 为 
1 1 
b= + (2) + (ys ~ y2). 
1 2 


于 是 , 类似 习 题 1, 分 子 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


ma . | Se 大 。 启 权 
这 = 十 i + 8 一 了 65)2 一 二 (802)2 一 人 
MA,.2 . MB ,. EB MG ,, 
= (1 二 并 ) 十 (2 十 絮 ) 十 避 (3 十 盟 )- 


天 大 kal? 「 1 1 2 
可 全 一 友 = == | 
这 里 仍然 假定 横向 运动 和 纵向 运动 之 间 没 有 耦合 . 
横向 振动 自由 度 为 1, 选 6 为 描述 该 振动 的 广义 坐标 . 用 6 表示 位 移 
Y1,Yy2,V3, 有 


mal 一 
=€6, ya= Tete6, y= — A +12)é, 
mal2 mBl2 





其 中 








mA LMA MG mB 


1 ml ma 人 +B)2] Bl | 
i mcly ms lz 


将 拉 格 朗 日 函数 中 的 横向 部 分 用 6 表示 出 来 ,有 


pe TI4 .2 , MB.2 , MOC .2 k2l? Ez 
人 


了 tio 元 


2 
wy 避 和 e262 — ho mA 二 £2062 
212 [ma mec mB 


1 2 
(yi 一 22) 十 7 (V3 中 
2 
2 1 
= dma — Lp 
Bie! 本 人 
代入 相应 的 拉 格 朗 日 方程 , 有 
其 中 横向 振动 频率 wt 为 


L212 moO mA mB 
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纵向 振动 有 两 个 自由 度 , 选 Ti,zs 为 独立 的 坐标 . 用 前 述 关 系 消 去 zz， 
则 纵向 振动 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 




















mA . mp. mo ， ki jo 
Li = 十 3 站 3 = (71 22) 六 (23 Z2) 
LR 2.2 mamc. . ,1/1 本 本 
一 (去 下 a ) 77247Z1 十 和 人 1X3 十 2 \ ma 囊 二 70CT3 
1 1 1 \* kk 1 1 1 NN ; 
一 ,| 苍 be 二 人 1 2A2 二 je/ 人 过 LA 2 mm2_ 
2 | : (去 去 ) 二 与 AT 2 mG 二 mp 让 mm 各 Wt 
d 1 下 1 
win fo 4 aa 
ma mB mo mB mB 
将 五 代入 相应 的 拉 格 朗 日 方程 可 得 
1 1 1 N” 关 
(去 去 ) m2 这 二 一 到 经 十 | 有 i | 一 一 十 志 ) 十 ; 1722 Zr1 十 
mA VL mA MB B 











mB 
1 1 1 1 
T3 E (去 + 去 ) 十 (去 + 去 ) 
mA mB mo mB 








1 A 
Tl [a (去 丰 声 ) 十 Ki ( 志 丰 起 ) 40 

mA mB mo mB MB 

设 解 为 zl = 4ieiwt za = 43seiot 代入 上 列 方程 可 得 特征 方程 为 
(Lj Le 
mA mB mB Mo mMAMmMBMO 

于 是 两 个 纵向 振动 的 频率 wl, wi2 是 满足 上 述 特征 方程 的 根 . 
825 阻尼 振动 
825.1 内 容 提 要 


在 物体 运动 速度 比较 小 时 , 介质 对 它 的 摩擦 力 可 近似 认为 与 速度 成 正 
比 , 即 ft = 一 az, 此 时 相应 的 运动 方程 为 


mz = —kz 一 QZ， (025.1) 


二 2At + wer = 0, (025.3) 
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其 中 2 = 过 是 系统 自由 振动 的 频率 , = 2 称 为 阻尼 系数 或 阻尼 衰减 率 . 
Gi) 如果 入 < wo, 运动 是 振幅 按 指数 规律 衰减 的 简 谐 振动 ， 


T=ae cos(wt+a), w= Vw —X, (025.4) 
其 中 4 和 a 是 实 常数 . 
(i 如 果 入 > wo, 则 运动 方程 (o25.3) 的 通 解 为 
Z 一 Cl exp 全 — 4/(X2— Ey] ,) 十 cz exp 全 十 (X22 一 8)| 引 (025.6) 


运动 |z| 单调 递减 ,上 一 co 时 趋 近 于 平衡 位 置 . 这 种 类 型 的 运动 称 为 非 周 期 
阻尼 运动 . 
(过 ) 如 果 入 = wo, 运动 方程 的 通 解 为 


r= (ci+cot)je *. (025.7) 


这 是 非 周期 阻尼 的 特殊 情况 . 
文献 中 也 常 将 以 上 (i), (说), (者) 三 种 情况 分 别称 为 欠 阻 尼 (underdamped)， 
过 阻尼 (overdamped) 以 及 临界 阻尼 (critically damped) 振动 . 





对 于 多 自由 度 系 统 ,广义 摩擦 力 为 
OF 
fifr 三 一 Bz (025.10) 
其 中 
F= > Doaniiit, (025.11) 
称 为 耗 散 函数 , 它 决定 了 系统 中 能 量 B 耗 散 的 速率 
dE 
-2 (025.13) 
相应 的 微 振动 方程 为 
Dmirik t+ Dkigzk 一 一 》 ign (025.14) 
k k k 


可 以 用 试探 法 求解 该 微分 方程 组 . 
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825.2 内容 补 充 


1. 小 阻尼 振动 与 频率 变化 
当 入 安 wo 时 ， 有 


可 见 , wo 与 w 之 间 的 差别 是 二 阶 小 量 . 
2. 平均 能 量 衰减 公式 (o25.5) 
由 式 (o25.4), 有 


t= 一 aXe cos(wt+a)— awe sin(wt+ a). 


考虑 到 入 < wo, 则 在 一 个 周期 内 , e-X 可 近似 视 为 不 变 , 于 是 有 下 列 平均 值 
为 


-二 1 思 
三 示人 z2dt = z°/ @— 2 cos? (wt + oa)dt 
1 Bp fd 
a’e COS (wt + Qa)dt 
T 0 


T 
1 1 
= | [1 +cos2(wt 十 ao] dt= 本 ore 


= Ws Lt 
22 一 ;/ i2dt ~ cx [ae2w2 sin2(wt + a) + X2a2 cos2(wt 十 a) 十 
TJo TJo 
2a2Xw sin(wt + a) cos(wt + o)] dt 
-je (a2w? + Xza2) = zuge-2t 


相应 地 , 振动 能 量 的 平均 值 为 


一 1 一 1 一 1 1 
E= 3m2 一 jz” Ne 2 (jm 十 jm ) 


1 a 本 
2 3ma?wBe 2t 一 Fe 一 2Xt， 


2 PN SmwBa? 是 自由 振动 的 能 量 , 也 是 运动 的 初始 能 
量 . 
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3. 阻尼 振动 的 拉 格 朗 日 函数 

《力学 》 中 是 通过 在 运动 方程 中 添加 广义 摩擦 力 项 fix 或 者 引入 耗 散 
函数 已 并 在 拉 格 朗 日 方程 右 端 添加 fis, 即使 用 (o25.12) 得 到 阻尼 振动 的 
动力 学 方程 的 . 实际 上 , 引入 含 时 的 拉 格 朗 日 函数 , 例如 对 一 个 自由 度 的 问 
题 


二 et (mi 一 kr?) 


并 使 用 通常 的 保守 完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 (02.6) 也 可 得 到 与 (o25.1) 相 
同 的 运动 方程 . 对 于 多 自由 度 情况 , 与 (023.4) 相应 的 阻尼 振动 的 含 时 拉 格 
朗 日 函数 可 以 写 为 


1 Qiky 
P= 5 > Mik (Mik Lick 二 kikTiTk ) 3 
乞 友 


由 此 利用 (02.6) 可 得 与 (025.14) 相同 的 运动 方程 . 

说 明 : 对 于 像 本 节 讨 论 的 阻尼 振动 这 类 耗 散 系统 以 及 其 它 一 些 问题 ， 
可 能 往往 比较 容易 得 到 相关 的 动力 学 方程 , 此 时 如 何 找到 相应 的 拉 格 朗 日 
函数 或 哈密 顿 函数 将 其 纳入 到 分 析 力 学 处 理 的 框架 中 , 这 是 一 个 重要 的 问 
题 , 也 是 从 经 典 力学 向 量子 理论 过 渡 的 出 发 点 . 从 运动 方程 构造 拉 格 朗 晶 
函数 以 及 哈密 顿 函数 有 多 种 方法 , 所 得 结果 也 不 一 定 相 同 , 即 可 以 有 多 个 
拉 格 朗 日 函数 (因而 哈密 顿 函数 ) 对 应 于 同一 运动 方程 , 实际 应 用 中 采用 哪 
种 形式 需要 结合 物理 的 分 析 . 这 方面 的 讨论 可 参见 有 关 文 献 ©. 


826 有 摩擦 的 强迫 振动 
826.1 内 容 提 要 
有 摩擦 的 强迫 振动 的 运动 方程 为 


委 十 2 和 十 wx 三 站 (026.1) 
本 节 主 要 考虑 频率 为 y 的 周期 性 外 力 F(t) = fcoswyt 作用 下 系统 的 特性 . 


在 该 情况 下 , 当 入 < wo 时 , 方程 (o26.1) 的 通 解 为 


了 一 ae Mt cos(wt 十 a) 十 bcos(?t 十 9， (o26.4) 


@ 例如 ,D. H. Kobe, G. Reali, and S. Sieniutycz. Lagrangians for dissipative systems. Am. 
J. Phys., 54(11) (1986) 997; Y. S. Huang and C. 工 . Lin. A systematic method to determine the 
Lagrangian directly from the equations of motion. Am, J. Phys., 70(7) (2002) 741. 量子 理 
论 中 的 有 关 讨 论 可 参见 [. K. Edwards. Quantization of inequivalent classical Hamiltonians. 
Am. J. Phys., 47(2)(1979)153. 
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其 中 aa 为 积分 常数 , 强迫 振动 的 振幅 5b 以 及 5 的 表示 式 分 别 为 ， 


5 一 ER tang = Se (026.3) 
mV (wa 一 72)2 + 4A272 7 — wo 


当 系 统 的 强迫 振动 处 于 稳定 运动 , 即 (o26.4) 的 第 一 项 完全 衰减 为 零 
以 后 , 系统 从 外 力 源 吸收 的 能 量 与 因 摩 擦 而 耗 散 掉 的 能 量 相等 . 系统 单位 
时 间 内 平均 吸收 的 能 量 为 


T(7) = Amb?~y?. (026.8) 


在 接近 共振 的 区 域 , y = wo 十 e, 这 里 s 是 小 量 . 如 果 又 假设 入 入 wo, 则 
有 
2mwoVe? 十 X2 


相应 地 , 系统 单位 时 间 内 平均 吸收 的 能 量 为 


FE 
dm E2 十 和 2 


tan 0 = 2 (026.7) 


Ze) = (026.9) 


能 量 吸 收 与 频率 有 关 , 这 称 为 色散 . I(e) 与 s 的 关系 曲线 称 为 共振 曲线 . 阻 
尼 系 数 减 小 , 共振 曲线 的 峰值 增 大 , 但 共振 曲线 下 面 的 面积 不 变 , 该 面积 近 
似 为 


三 T(e)de = 二 (026.10) 


~ 4m 
826.2 内容 补充 


1. 振幅 5 与 位 相 56 
将 (o26.2) 改写 为 下 列 形式 ， 


了 二 
mm 人 (wa 一 ?2 十 27) m(we 一 ?72 十 2iAy)(w3 一 72 一 2iXy) 


(wii 一 72 一 2iA7) 
OR ie 
mV (wa 一 了 2)2 十 4A272 (wd 一 72)2 十 4A2T2 (wa 一 72)2 十 4 和 2 了 2 


B = be's = bcos6 +isin 0)， 
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则 有 
b= / 
mV(we 一 72)2 + AN2Yy2 
2 _ 2 
cos6 = a (26.1) 
. 一 2 和 7 
sin 0 = 





a 
值得 指出 的 是 , 将 确定 5 的 关系 如 (o26.3) 那样 用 tané 的 形式 表 出 时 失去 
了 6 取 值 范围 的 信息 . 同时 , 因为 5 实际 上 表示 稳定 振动 的 位 相 与 强迫 力 
的 位 相 之 差 , 它 必须 是 负 的 , 即 稳定 振动 落后 于 强迫 力 , 这 是 因果 性 的 要 求 . 
但 是 , (o26.3) 那样 的 形式 中 也 看 不 出 这 一 点 . 注意 到 和 ,7 均 为 正 的 , (26.1) 
表示 sin5 < 0, 即 5 在 第 三 、 四 象限 内 取 值 , 这 与 5 取 负 值 是 一 致 的 . 5 的 实 
际 取 值 情况 还 要 由 cos6 的 值 进 一 步 确定 . 

考虑 到 ?+ = 0 时 ,5 = 人 = to, 则 有 稳 态 运动 振幅 的 频率 响应 关系 ， 


即 bfbo 与 y/wo 之 间 的 关系 为 
b 3 Y 


RN 
bo VE-TP HN Vw) +4y/w8)? 


由 此 式 可 见 , 随 着 阻尼 系数 和 的 减 小 , 当 频 率 比 y/wo 接近 于 1 时 , 振幅 
将 不 断 增 大 . 极限 情形 是 无 阻尼 时 的 共振 , 此 时 共振 振幅 趋向 无 穷 , 即 当 
入 一 0, 7/wo 一 工时 , 有 bpo 一 co. 

现在 据 (26.1) 的 后 两 式 讨论 5 的 特性 . 

中 当 7 一 0, 即 7 从 小 于 own 一 侧 远离 wo 时 ,有 cos6 一 1, sin6 一 0, 即 
有 5 趋向 于 零 . 结果 表示 , 受 迫 振动 与 强迫 力 在 低频 范围 同 相 . 

(让 当 >y 一 oo, 即 ?7 从 大 于 owno 一 侧 远 离 wo 时 ,有 cos5 一 -1 sin5 一 0， 
即 56 趋向 于 -rm. 这 个 结果 表示 , 受 迫 振动 与 强迫 力 在 高 频 范 围 反 相 . 

( 首 ) 当 y= wo 时 , cos6 一 0, sin6 一 一 1, 即 6 一 -3 

2. 振幅 b 的 极 大 值 

由 (o26.3) 可 见 , 对 于 给 定 的 f, 要 求 振幅 5 最 大 , 则 要 求 其 分 母 达到 最 
小 . 令 g0)= V(6 一 六? 二 4X27y?, 则 有 

d 27[2X° — (w8 — 7°)] 


HT VR PE FO 
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即 
7 = \/w? — 2X2. (26.2) 
于 是 , 当 和 < 坊 2 时 , 振幅 在 该 * 值 时 达到 最 大 值 
bmax = ee (26.3) 
YY omVe AX 
六 时 ， 


显 见 , 入 一 0 时 , bnax 一 00. 频率 (26.2) 也 称 为 振幅 共振 频率 . 当 入 > 之 


振幅 "无极 值 . 
3. 方程 (o26.1) 的 Fourier 变换 方法 求解 
根据 微分 方程 理论 , 非 齐 次 线性 常 微分 方程 (o26.1) 的 通 解 等 于 其 特 
解 和 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 之 和 . 方程 的 特 解 还 可 以 用 Fourier 变换 的 方 
法 求 出 . 对 FF(t) 作 Fourier 变换 ， 
云 / doeiet Fa (26.4) 


F(t) = 
其 中 
f(&) = dte— wt F(t). (26.5) 
同时 , 令 
z(t) = 去 人 ex) (26.6) 
将 式 (26.4) 和 (26.6) 代入 (o26.1), 有 
去 R dwei™! [ez 十 2iAO + wi)X(D) 一 元 Jo) 一 0. (26.7) 
上 式 在 任何 时 刻 均 应 成 立 , 则 方 括号 中 的 部 分 必须 等 于 零 . 即 
(—0? 十 21XO + wi)X(D) = (5). (26.8) 
由 此 可 得 
2 1 1 _ oe 
X(w) = pe = G(%)f(%), (26.9) 
(26.10) 


其 中 
a 1 
SO 
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称 为 Green 函数 2@, 它 仅 由 系统 的 性 质 (这 里 是 振动 的 频率 wo) 确定 , 而 与 
外 场 (这 里 是 强迫 力 ) 无 关 . 将 式 (26.9) 代入 式 (26.6) 即 得 方程 (026.1) 的 特 
解 为 


z(#) = 去 dmeietG(O)FD) {sr 








2m 0 + QING + we) 
(26.11) 
将 Green 函数 改写 为 
1 1 1 人 1 1 
a 3 ， (26.12 
Gt) m (—62 + 2iAw + wé) Mm Wi — wo Ee 5 (02612) 


其 中 
w=iA+Vw A, w=iA- Vw —X. (26.13) 


根据 卷 积 定理 @, 式 (26.11) 可 以 写 为 














Do 
z(t) = dt'g(t — t)F(t), (26.14) 
其 中 
Lj 这 ll iwi 1 1 1 1 
g(t) = 去 | dwG(w)e™! = 去/ dwe'™t =- 一 二 
2 让 205u mw 一 wa2 WwW WO— wo 
1 i , 
Sk ot(t iwt _ iw2t 
mM WI 一 Wo2 ( ) te ) 
Bolt tit SM 
一 人 tt wt 
@ 
三 0 的 一 x ee (wp Mj 
4 Lt 
1, (wo = 入 )， 


(26.15) 
这 里 w= Vo 地 一 和 2, = V 和 2 一 wh, 而 0(t) 是 Heaviside@ 阶 梯 函 数 , 即 


人 志 过 用 ， 
0(t) = 


1, t>0. 


注意 , 当 wo = 入 时 , 有 ww = wz 二 i 入 == iwo, 则 式 (26.15) 右边 第 三 种 情况 下 的 
结果 是 wi 一 ws 的 极限 值 . 男 外 , 式 (26.15) 中 出 现 Heaviside 阶梯 函数 实际 
QW George Green, 1793 一 1841, 英国 数学 家 . 


@ 参见 : 梁 昆 森 . 数学 物理 方法 (第 四 版 ). 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2010, p80. 
@) Oliver Heaviside, 1850 一 1925, 英国 电气 工程 师 , 数学 家 和 物理 学 家 . 
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上 表示 了 一 种 因果 性 , 即 仅 有 早 于 所 考虑 时 刻 t 的 那些 时 刻 # (也 即 所 有 
t' <t) 才 对 式 (26.14) 中 的 积分 有 贡献 . 
对 于 F(t) = fcosyt 且 入 <wo 的 情况 , 由 式 (26.14) 和 (26.15) 可 得 特 解 


为 
z(t) = 人 的 dt'g(t —t)F(t) = 三 do O(t — t)e— Nit) sinw(t — t) cosyt’ 
= 本 
= e "sinwTcosy(t—7)d7, 
MW Jo 


其 中 作 了 变量 代 换 + = +-t+ 并 考虑 到 Heaviside 阶梯 函数 的 定义 . 将 上 式 
中 的 三 角 eh 有 


z(t) = et 二 本 Ca 加 er Dtitotr lr) 让 
5 0 


De 
eint 了 dr (e-P-iernir — oPren)) 
0 


Se 
4imw 入 一 itw 一 ?7) A+i(w++7) 








it | 1 1 } 
| 入 一 itw 十 7) 入 二 if(w 一 7) 
a 半 1 3 [(w8 
mMm (w3 一 72)2 十 4X272 
其 中 5 和 5 由 式 (26.1) 给 出 . 可 见 用 Fourier 变换 得 到 的 上 述 特 解 与 (o26.4) 
相同 . 
826.3 ”习题 解答 


习题 试 求 外 力 f = foertcos(yt) 作用 下 有 摩擦 的 强迫 振动 . 
解 : 将 外 力 改 写 为 复数 形式 


— ~) cos 人 十 2Ay sin 7t] = bcecos(Yt + 0), 


F 二 fe 
此 时 有 方程 为 
汞 年 2 入 十 weir a gt (1) 
设 上 述 方程 的 特 解 具有 形式 
I 二 Beottint 


则 有 


二 (a * iy)Beottivt, 让 二 (a 二 这 )2Bect+it. 
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将 它们 代入 前 面 的 方程 (1), 得 到 
Bl(a + iy)? 二 2Xa 十 这 ) 十 waesttint = Dottn 


于 是 有 
a 
mlwg + oi+2aA 7 +2iy(a+A)] 
可 将 B 写 成 be 的 形式 
0 
mV (wi 十 a2 十 2aA 一 372)2 十 472(a 十 入 )2 
wd 十 o2 十 2o 和 一 7 站 
V (wai 十 az 十 2aA 一 ?2)2 十 472(a 十 入 )2 (2) 
一 2(aQ 十 入 )7 
V(oa 二 oa2 十 2aA 一 72)2 十 472(a 十 入 )2 


一 bei = b(cos6 +isin 0)， 


B 











其 中 
i fo 


b= 
mV (wi 二 ae2 一 72 十 2aQAX2)2 十 472(a 十 入 )2 (3) 
27(a 十 入 ) 

wl 十 a2 一 72 十 2a 入 、 





tand 一 一 


故 有 


r= Beet+int ~ becteiQtt5) ~ bect [cos(yt + 6) +isin(yt + 6)]. 
取 上 式 的 实 部 可 得 振动 的 解 为 
r= be cos(yt + 6). (4) 
当 a =0 时 , 上述 (2)-(4) 各 式 退 回 到 文中 讨论 的 结果 (026.3) 和 (026.4). 
827 参 变 共 振 


827.1 内 容 提要 
一 类 特殊 的 非 封 闭 振动 系统 , 系统 之 外 的 作用 可 以 归结 为 某 些 参数 随 
时 间 的 变化 . 代表 性 的 问题 具有 下 列 形式 的 动力 学 微分 方程 


127 
3 + w(t)z = 0. (027.2) 
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如 果 w(t) 是 周期 为 工 的 函数 , 即 有 w(t 十 T) = w(t), 方程 (027.2) 的 两 
个 独立 解 z1(t),z2(t) 具有 形式 


mt) =p h(t), z2lt) = /i IThlt), (027.3) 


其 中 石上 和 14(t) 均 是 时 间 t 的 周期 为 了 的 了 清 数 , 且 ja 如 是 满足 下 列 两 
种 条 件 之 一 的 常数 : @ jj] = po? =1, 即 jy 和 jw 的 模 痢 等 于 1; (ii) ji,p2 
均 为 实数 , 且 ji = 1/p2z = 但 是 |n| 冯 1. 

参 变 共振 相应 于 第 二 类 条 件 , 指 的 是 随 着 时 间 的 增加 , 位 移 z 指数 式 
地 快速 偏离 平衡 位 置 x =0 的 现象 2. 对 于 wlt) 为 下 列 形式 的 周期 函数 的 
情况 

w2(t) = wi (1 + heos™yt), (027.7) 

其 中 常数 h 之 1, 如 果 w(t) 接近 wo 的 两 倍 , 即 7 = 2wo 十 e (s 之 wo), 参 变 
共振 最 为 强烈 . 求解 (027.7) 相应 的 参 变 问题 就 是 解 所 谓 的 Mathieu 方程 @. 
在 保留 到 hh 和 < 的 一 阶 项 的 近似 下 , 可 得 参 变 共振 的 条 件 为 


hwo hwo nN 
-— -a (027.11) 
当 系 统 存在 微弱 摩擦 时 , 可 发 生 参 变 共振 的 区 间 变 得 更 罕 ， 
2 2 
YY ed) -oy 


其 中 入 为 阻尼 系数 , 此 时 存在 共振 发 生 的 阐 值 hi = 4XA/wo. 
也 存在 7 接近 于 2wo/n (n 为 任意 整数 ) 的 参 变 共振 , 阐 值 hi 正比 于 
和 A!", 但 共振 区 间 的 宽度 随 n 按 各 减 小 . 


827.2 ”内容 补充 


1. 方程 (027.1) 的 一 点 注 记 
方程 (027.1) 可 以 视 为 下 列 一 般 二 阶 变 系数 微分 方程 的 一 种 特殊 情况 ， 


a(t)ji+ Bt)z+7y(t)z = 0, (27.1) 


Q@ 由 于 参数 随时 间 周 期 性 地 变化 , 系统 也 周期 性 地 振动 , 这 种 振动 不 是 通过 外 力 
施加 于 系统 引起 的 , 而 是 参数 变化 产生 的 , 故 称 为 参 变 振动 . 正如 通常 所 说 的 共振 之 于 
受 迫 振动 一 样 , 参 变 共 振 是 参 变 振动 中 出 现 的 一 种 现象 , 即 在 参数 变化 的 频率 接近 于 
某 个 常数 频率 时 振动 的 振幅 显著 地 增 大 . 

@ Emile Léonard Mathieu, 1835 一 1890, 法 国 数学 家 . 
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即 相 应 于 B8(t) = Ga 人 以 及 y(t) = const 的 情况 . 对 于 方程 (27.1), 作 变 量 代 
换 也 可 以 将 其 化 为 (027.2) 形式 的 方程 . 注意 ,《 力 学 》 中 是 对 时 间 t 作 的 变 
换 . 这 里 , 对 变量 z 作 变 换 














z(t) = y(t)e 2/ sa (27.2) 
则 有 
3 = ye 
了 et at 
- 刘 | 史 | 二 5 -dt 
将 上 述 关系 代入 式 (27.1) 并 进行 整理 可 得 
y+ w(t)y = 0， (27.3) 
其 中 
“全 = 2 了 二 Ee . 如 7. 反 


具体 到 式 (027.1) 的 情况 , 即 8(t) = &( 臣 =m(t) 以 及 y(t)=%, 则 有 相应 
的 变量 变换 为 


z(t) = y(t)e- §/ Sd = y(t)e- 3/ Re = y(t)e-$ nm) = _ 
Vm(t) 


2. 方程 (027.2) 的 解 的 形式 

方程 (027.2) 是 一 个 二 阶 齐 次 微分 方程 , 故 阁 zi( 与 x2(t) 是 相互 独立 
的 两 个 解 , 则 其 它 所 有 人 解 可 用 这 两 个 解 线性 表示 出 来 . 解 zi( 与 z2(t) 是 
线性 独立 的 , 系 指 它们 满足 Wrotfski@ 行列 式 A(t) 不 为 零 的 条 件 , 即 


zr1(t) Z1(t) 
Z2(t  Z2(t) 

设 zi(t) 与 z(t) 为 方程 (027.2) 的 两 个 相互 独立 的 解 , 由 于 w(t 十 T) = 
w(#), 则 有 z(t 十 T), z(t 十 T) 也 是 它 的 解 , 且 有 


A(lt) = 








z(t+T)= p71(t) + p27r2(t), 
To(t+T) = p2171(t) + p2272(t), 


@ Ja6zef Maria Hoene-Wroriski, 1776 一 1853, 波兰 数学 家 , 物理 学 家 , 哲学 家 . 


(27.5) 
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其 中 各 系数 jwij(i,j = 1,2) 是 实数 . /= i | 是 变换 系数 矩阵 , 其 特 
21 22 


征 方程 为 |n 一 AE|=0 (这 里 为 2x2 单位 矩阵 ), 即 有 


/1 一 入 Hi2 
H21 Ha22 一 个 


特征 方程 (27.6) 没有 重 根 等 价 于 下 列 条 件 


= A — (pt p22)At+ (pp22 — H21112) = 0. (27.6) 








Ai = (p11 + 22) — A11122 — p21112) = (p11 — p22)? + hp21112 #0. (27.7) 
方程 (27.6) 的 本 征 值 为 
和 + = 3 | 十 /22) 土 Vai| : (27.8) 


再 求 本 征 值 相应 的 本 征 矢 量 , 利用 这 些 本 征 矢 量 以 及 前 面 的 关系 (27.5) 可 
以 得 到 方程 (o27.2) 的 具有 所 要 求 的 性 质 的 解 (见方 程 (27.10)), 下 面 我 们 按 
照 另 一 种 方式 处 理 . 


公 


zl 人 (划一 和 lz 人 昌 十 Xaz2( 罗 za 人 (一 AZ (bt) 十 AZo(t)， (27.9) 
且 要 求 它 们 具有 性质 
vilt 下 | = J1T1 (FY); rz2(t 十 了 ) 三 1222(1). (27.10) 


由 此 性 质 可 确定 各 系数 之 间 的 关系 . 这 表明 , 可 以 找到 方程 (o27.2) 的 具有 
特定 性 质 (27.10) 的 解 , 这 个 结论 在 文献 中 通常 称 为 Floquet 定理 ®. 
现在 讨论 系数 之 间 的 关系 . 由 式 (27.5), (27.9) 和 (27.10) 可 知 
Zit 十 7T) 三 和 lz 十 了 ) 十 Xazo(t 十 全 ) 
= (Mp 十 XaH2l)zl(b + (Mp12 + M2p22)72(t) 
= J171(t) 三 HAiz1(b 十 AiXzz2(t)， 
则 据 解 z1, zs 的 相互 独立 性 , 有 


AlHU11 十 XaHp21 _ Ni2+ MH22 
A 总 中 


即 
A 入 
/HL21 ( 守 ) 十 (HUal 一 HA22) (%) — Li2 = 0. (27.11) 
1 1 


@ Achille Marie Gaston Floquet, 1847 一 1920, 法 国 数学 家 . 





同 理 
za(t+T)= 和 Nvi(t+T) + Mr(t + T) 
= (Mu 十 MH21) T(t) + (Mui2 + M122)72(t) 
= J2T2(t) = pM T(t) + p272(t), 
故 有 上 7 
和 1H11 十 XoH2l 和 ALHi2 十 和 122 
A 3 和 5 = /1L2， 





即 
站 刘 
N21 (车 ) 十 (Al 一 122) (六) 一 Ha =0. (27.12) 
1 1 


综合 上 面 的 讨论 可 见 , X?/Ai 与 义 / 和 XM 是 方程 21z? 二 (J11 一 Noz)z 一 1012 = 
0 的 两 个 解 . 由 于 该 方程 的 判别 式 Az = (J 一 p22 十 4121112 = Ai1 关 0( 它 
等 同 于 前 面 线 性 变换 系数 矩阵 的 特征 方程 没有 重 根 的 条 件 (27.7)), 所 以 
XA2/A1 与 X%/XM 不 同 , 即 存在 线性 无 关 的 两 个 解 z1(t) 与 xz2(t) 使 得 它们 具有 
性 质 (27.10). 不 妨 取 方 程 (27.11) 和 (27.12) 的 下 列 解 
》X? (hz 一 /ai) 十 VAz NM (nz 一 Hi) 一 V4A2 
= Te. FT (27.13) 
这 在 下 面 讨 论 jn 和 jz 的 性 质 时 用 到 . 
3. 方程 (027.6) 
车 A2 < 0, 则 Xz/ 和 1 与 入 /4 为 复数 ,方程 (27.13) 可 以 改写 为 


M2 _ H22 二 al 水 iV|4Aa| Xpnza 一 Hi ivV|Al 














和 1 2121 2121 ” A 2/21 2121 
又 因为 LI1， H22 和 AL21 均 为 实数 ， 则 有 


22 ¥) 
Xi (% : 
在 前 面 的 讨论 中 已 给 出 关系 


和 2 入 2 
AH 三 HA 一 ，H1=HT 二 Al 一 |)， 
而 入 
于 是 ， 有 
Mi =k Ha2 = Hi. 
但 因 jpz =1, 则 有 |? = lua? =1 
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若 A2 > 0, 则 Xz/ 和 1 与 六 /XM 均 为 实数 ， 


一 1) 十 VA 1 
=p tp ( 名 1 2) =3 (n+ pn + Va 2)， 





2H21 





一 — YA 1 
Ha2 = All + HL21 (2 Ly) 2) = 一 了 (za 十 Jyi = V2;) 5 


2H21 
故 ju, wa 都 是 实数 . 这 里 的 ju, pz 也 就 是 前 面 式 (27.8) 给 出 的 变换 系数 矩 
阵 的 本 征 值 和 4. 令 ji = 则 据 jpz=1 有 z= 此 时 式 (027.3) 变 为 


Za 人 tb) 一 Nt 而 的， zr2lt) = "7 1), 


此 即 式 (o27.6). 另外 , 注意 这 里 的 条 件 /ana = 1 等 同 于 jiip22 一 ji2p21 = 1 
4. 方程 (027.10) 
当 解 的 形式 为 (o27.9), 即 


T=al(t)cos (wo i 3) t+ b(t) sin (wo 十 汪 


bicos (wo+3)t—a (wo+5 5) sin (wo 5) 计 
bsin (wo 十 5) t+b (wo 十 5) COS (wo+ 2) 丰 
工 一 Q cos (wo+3)t—28 (wo+3) sin (wo+ Et 一 a(co+2) COS (wo+ 5) t 十 
bsin (wo + 3) t+ (w0+3) cos (wo0+§)t—b (v0 +) sin (wo+§) 志 


因为 假定 a(t),65(t) 变化 非常 缓慢 , 在 保留 到 = 的 一 阶 项 的 近似 下 , 可 
假定 a ~ ea,b(t) ~ eb, 则 &b 是 e 的 二 阶 小 量 , 含有 它们 的 项 以 及 含 ae,be 
的 项 均 可 忽略 , 于 是 有 ， 


i 守 — 2awo0 sin (wo 十 3) t—a (wj 十 ewo) COS (wo 十 3) t+ 
2bwo cos (wo 村 5) t—b (we + ewo) sin (om 十 5) 
利用 三 角 函 数 积 化 和 差 公 式 , 有 


1 二 1 
cos(2wo + Ee)tcos (wm 十 5) 上 3 COS (au 十 攻 ) 上 十 COS (wm 十 3) (op 


1 
cos(2wo + e)t sin (wo ;) t= 二 Sin (am 十 ¥) t— 3 sin (wo 十 3) 机 
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由 此 在 忽略 频率 为 3 (wo + 了) 的 项 后 , 可 得 


E 可 E 
w2(tz(t = awd cos (wo 十 t + bw sin (wo 十 5 t 十 
aw?h cos(2wo + e)t cos (wo 十 2) t+ 
bwdh cos(2wo + e)tsin (wo 十 了) 
1 E 1 ', £ 
到 (0 六 5) cos (wo * 5) t 让 (号 一 jb) sin (wo a =) 志 
于 是 , 在 前 述 近 似 条 件 下 方程 (o27.2) 变 为 


1 

z(t) + w(t)z(t) 之 一 (> 十 pe 十 Bowon) wo sin (wo 十 3) t+ 

1 
(% 一 QE 十 3ocon) WO COS (co 十 3) t 

= (人 

该 等 式 要 成 立 , 则 应 有 cos 和 sin 前 的 系数 分 别 等 于 零 , 即 有 

2a 十 bc 十 3 bwoh =0，2b 一 ae 填 Fawoh =), 
令 a = 二 aoest,b== boe 式 (这 里 ao, bo 为 常数 ), 代入 上 式 , 有 

有 1 
SQ 十 5 (e+ dor)o=0, 


1 1 
一 二 一 ~wol = 0; 
sb 3 (: joon) a 


有 不 全 为 零 解 a,b 的 条 件 是 上 述 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
i | fhwoN? 
352 一 本 学) ee | 
这 就 是 条 件 (027.10). 


5. 常数 1 与 s 的 关系 
常数 与 解 (027.9) 中 的 系数 a(t),b(t) 随时 间 的 变化 关系 es 中 的 s 是 
有 联系 的 . 当 作 代 换 


27 
t—t+T=t+io, 27.14 
-tT (27.14) 


时 , 按照 参 变 共振 时 解 具有 形式 (o27.6), 则 解 (o27.9) 应 具有 性 质 


Z(t+T)==Jz(t)， 或 z(t 十 T)= 2 
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对 解 (o27.9) 作 代 换 (27.14) 并 考虑 到 a(t) = aoest, b(t) = boest, 这 里 a0,bo 为 
常数 , 则 有 





eet Dae) [CY) (+E)]: 

0 

eal (A 
人 2 Lo0 

s( 寺 桔 】 E Ne 

= Q0e “0/ COS (wo0+3)t+n+t 十 

2 2w 

boe"(+ 徊 ) sin (wo 十 3) t+nt+ 亚 

2 2w0 


-ost 而) (mw boes (t+ 可 ) Sin (0 证 2 b, 


其 中 忽略 了 这 是 因为 a < wo. 于 是 当 要 求 ztt+T) = jz(t) 时 , 则 有 


sT/wo 


HL 三 一 €e 
当 z(t+T) = 2 时 , 则 有 


—8A/wo 


/一 一 e 
827.3 “习题 解答 
习题 1 一 3 ( 略 ) 
828 非 简 谐 振动 
828.1 内 容 提 要 


在 拉 格 朗 日 函数 中 保留 到 坐标 、 速 度 的 三 阶 项 或 更 高 阶 项 后 ,运动 将 
是 所 谓 的 非 简 谐 振动 (或 称 为 非 线性 振动 ). 

对 于 保留 到 三 阶 项 的 情况 , 在 经 过 适当 的 变换 后 , 拉 格 朗 日 函数 具有 
形式 


5= 53 (0 -02) + 3 5 Mpa0gQy ~ 3 3 joapy QaQgQy, (028.2) 


号 QT 


其 中 MaBy, HapBy 是 常 各 参数 ， 相应 的 运动 方程 形式 为 
Oa + wlQa = fo(Q,0,0); (028.3) 
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其 中 f。 是 坐标 8 及 其 对 时 间 导 数 的 二 次 齐 次 函数 . 
如 果 认 为 fs 是 扰动 引起 的 , 即 弱 非 线性 问题 , 此 时 方程 (o28.3) 的 求解 
可 采用 逐 阶 近似 方法 @. 一 种 是 常规 的 逐 阶 近似 方法 , 即 设 


Qa = QW 4+ QL + QB +..., (28.1) 


其 中 QW 表示 8。 的 第 i 阶 近似 . 将 其 代入 式 (o28.3) 分 别 令 方程 两 边 相 同 
阶 的 项 相等 可 以 得 到 关于 各 QW 的 微分 方程 . 先 求解 Q4, 再 迭代 求 其 它 
高 阶 的 8 外, 在 该 方法 中 会 出 现 所 谓 共 振 项 @ 的 问题 . 

另 一 种 是 改进 的 方法 @, 可 以 消除 共振 项 的 问题 . 此 时 , 除了 式 (28.1) 
外 , 对 式 (o28.3) 的 振动 频率 也 作 展 开 


fa = wa + wh) + wh + ， (28.2) 


其 中 wh 表示 02。 的 第 i 阶 近 似 . 将 式 (28.1) 和 (28.2) 代入 式 (o28.3), 分 别 
令 方程 两 边 同 阶 的 项 相等 可 得 一 系列 方程 . 从 一 阶 方程 开始 求解 , 将 其 结 
果 代 和 二 阶 方程 中 再 求解 , 这 样 得 到 的 结果 再 代入 三 阶 方程 中 求解 , 如 此 
进行 下 去 . 从 二 阶 方程 开始 , 会 出 现 所 谓 的 共振 项 , 令 该 项 的 系数 等 于 零 可 
以 确定 wW. 

在 非 简 谐振 动 中 会 出 现 系统 的 固有 频率 的 组 合 频 率 (包括 倍 频 , 零 频 )， 
如 wa 十 wa，2wa 等 类 型 的 振动 . 


828.2 内容 补 充 


1. 非 简 谐振 动 与 近似 

在 处 理 振动 问题 时 均 涉及 作 近 似 的 问题 . 谈 到 近似 , 在 这 里 有 两 个 方 
面 的 含义 , 一 是 对 拉 格 朗 日 函数 的 近似 , 二 是 对 运动 方程 求解 的 近似 , 这 是 
需要 区 分 的 . 

在 对 拉 格 朗 日 函数 作 近 似 时 , 如 果 仅 保留 到 广义 坐标 和 广义 速度 的 二 
阶 项 , 我 们 常 称 其 为 线性 近似 . 这 是 因为 , 在 该 类 近似 下 , 相应 的 运动 方程 
是 线性 的 . 在 821 和 823 两 节 中 讨论 的 就 是 线性 近似 下 的 振动 问题 . 当 在 
拉 格 朗 日 函数 的 展开 式 中 保留 到 广义 坐标 和 广义 速度 的 三 阶 项 时 , 运动 方 
程 中 就 出 现 非 线性 项 , 运动 就 是 非 简 谐 的 . 保留 更 高 阶 项 时 , 运动 方程 中 将 

外 也 称 为 微 扰 方法 或 摄 动 方法 . 

加 文献 中 也 将 这 样 的 项 称 为 久 期 项 (secular term). 

@ 这 种 方法 在 文献 中 常 称 为 LP 方法 , 系 由 A. Lindstedt 于 1883 年 提出 , H. Poincare 
在 1892 年 证 明了 其 合理 性 . 
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有 更 多 的 非 线 性 项 . 在 非 简 谐振 动 的 情况 下 , 会 出 现 一 些 新 的 运动 特征 . 例 
如 , 到 加 原理 的 失效 , 振动 频率 与 振幅 有 关 , 售 频 现象 , 等 等 . 
线性 近似 下 的 问题 ,一 般 可 以 解析 求解 相关 的 运动 方程 , 821 和 8§23 两 
节 中 的 讨论 已 表明 这 一 点 . 可 以 精确 解析 求解 的 问题 现在 通称 为 可 积 系 
统 . 对 于 非 线 性 问题 , 虽然 也 存在 可 以 解析 求解 的 可 积 系统 ,但 是 通常 要 
用 近似 的 方法 或 者 更 一 般 地 用 数值 计算 、 数 值 模拟 的 方法 求解 运动 方程 . 
如 果 非 线性 较 弱 时 , 常 采用 逐 阶 近似 的 方法 求解 非 线性 方程 . 例如 , 对 
于 保留 到 三 阶 项 的 (o28.3), 先 将 其 改写 为 
2 > 2 w2 . 
Ree + waQa = fa(Q, Q;Q)+ (各 一 1 Wa. (028.3a) 
按照 828.1 所 介绍 的 那样 , 将 式 (28.1) 和 (28.2) 代入 式 (o28.3a), 同时 考虑 到 
廊 是 二 次 齐 次 函数 (具体 形式 参见 下 文 的 方程 (28.5)), 并 假定 非 线 性 项 f。 
是 弱 的 , 即 认为 其 中 的 系数 和 ,1 是 一 阶 小 量 , 则 分 别 列 出 前 几 阶 的 运动 方 
程 如 下 : 


QW + 02Q8) = 0, (28.3a) 
OW + w= 万 (Q0 0 GD) + 2wawGQO， (28.3b) 
OW FQ = g(00, O00,00,00,00,0%) - [3 — 2waw ?| OW), 
(28.3c) 
其 中 
ge =— 3 (Mp + her) (QP OP + OP ON + OP OE + OPO ) + 
gy 


i RN 全 
70 (ooPp + O800) - 

BY 
1 
3 》， (MaBy 十 HBa”y 十 Haya) (QP 十 oP om) 

BT 

式 (28.3a) 表示 一 阶 解 为 
QW = aa cos( fat + ao)， (28.4) 


将 其 代入 (28.3b), (28.3c) 等 方程 中 可 以 求 出 高 阶 近似 . 


@ 可 以 参见 0. Babelon, D. Bernard, M. Talon, Introduction to classical integrable systems, 
Cambridge: Cambridge University Press, 2003; 北京 : 世界 图 书 出 版 公司 ,2009. 
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例 : 对 于 一 个 自由 度 的 系统 , 设 在 保留 到 三 阶 项 时 , 有 拉 格 朗 日 函数 为 


Lg 1 bag lg 
其 中 a 为 小 量 . 将 上 述 工 与 (028.2) 比较 ,有 入 =0,4=a, 于 是 
f(Q,Q,0) = 一 aQ2. 


由 方程 (28.3) 可 得 直到 第 三 阶 的 运动 方程 分 别 为 
OW +w2g0) = 0， 
OD Tuw3Q@G) = -al(Q0))2 十 2wowG)Q0D， 


GG) +w203) = -2aQ@0QG) -3(w(D)2 — 2w0w QD, 


其 中 心 = oo+wG)+wC) 十 …. 上 列 这 几 个 运动 方程 实际 就 是 第 8$28 节 中 
求解 方程 (028.9) 的 过 程 中 得 到 的 那 几 个 方程 ( 令 8 =0). 

2. (o28.3) 中 fo 的 表示 式 

由 拉 格 朗 日 函数 (o28.2) 可 得 





OF ， 1 
eo = at (Mpy + AMBay) BR, 
0。 2 2 BY 7) BY 
d 9oL :。 1 和 2 
et > (Mapy + Xeor) (GpQy + QQy ), 
以 及 
oL 2 1 1 
DO —wWaQa+ > >》， MBya QQ 一 3 »， (paay 十 Apay + KBya) QBQY, 
a BY Bi 


这 里 均 假 定 系数 Xasv， Hapr 是 与 时 间 无 关 的 常数 . 另外 需要 注意 , 这 里 系 
数 Aaay, Kaay 关于 下 标 一 般 没 有 对 称 性 . 于 是 , 由 拉 格 朗 日 方程 可 得 
Qatw2 Qo 厅 > (Mapy 让 MBay) (GasQ, 中 QaQ,) 


BT 
1 a L 
3 六 Neya BQ + 3 > (Hapy + KBary + HBya) QBQY = 0, 
BY 


BY 
即 有 
各 二 三 2 Mapy 十 Xear) (GaQ, 十 QQ ) + ; 2 NraQpQY — 
BT A 


1 
3 2 (kapr + Hpar + HBre) QeQ». (28.5) 
By 
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它 显然 是 关于 Q。, Qa 和 Q@。 的 二 次 齐 次 函数 . 
3. 方程 (o28.9) 到 二 级 近似 的 解 
将 设 定 的 解 z= z60) +zt2) 代入 方程 (0o28.11), 则 其 等 号 左边 为 


2 2 
2 (2D) 十 w2z0 + HD + wr) = ED 十 wo2z(2))， (28.6) 
WwW WwW 


其 中 利用 了 关系 :20) = -w2z00.， 对 于 方程 (028.11) 等 号 的 右边 , 在 仅 保留 
到 二 阶 小 量 时 , 可 作 近 似 


72 一 (zt 二 +2))2 有 (£0)2, x3 0， 


则 有 





az2 一 Drz3 (1 号 ) 一 Q(z) 一 (- 所 (ED) + 多 (2)). (28.7) 
再 利用 50) = -wo2z0), 代入 w= wo 十 wt 并 作 近 似 , 有 


2 
@ 加 号) ED) = wp 十 wu2z0) = 一 (wo 十 w(D)2z0) 十 w2z0) o 9w0w Vr). 
(28.8) 
结合 式 (28.6),(28.7) 和 (28.8), 则 在 二 级 近似 下 , 有 运动 方程 


从 (2) 十 w3zt2) = 一 az(12 十 wow Vl). (28.9) 


将 zt = acoswt 代入 方程 (28.9), 有 


从 (2) 十 wiz (2) 二 一 aa2 cos2 wt 十 2wow a coswt 
1 1 
= 一 QQ- 一 本 aa” cos(2wt) + 2wowtDa coswt. 


上 式 右 边 无 共振 项 的 条 件 是 coswt 前 的 系数 等 于 零 , 这 要 求 wn) = 0, 于 是 
余下 的 方程 为 
2) 十 w3z(2) = -ao 一 ja cos(2wt). (28.10) 


这 是 二 阶 非 齐 次 常 系数 微分 方程 , 只 要 求 它 的 特 解 . 这 里 首先 说 明 仅 求 特 
解 的 原因 . 在 求解 二 阶 微分 方程 (028.9) 时 , 需要 规定 初始 条 件 , 这 里 取 为 
Zz(0) = wz(0) = 0. 与 z0) 相关 的 运动 方程 为 


ED) 十 ww2z0) = 0. 


在 求解 这 个 方程 得 到 (o28.10) 时 , 实际 使 用 了 初始 条 件 z0(0) = a, 20(0) = 
0. 于 是 , 其 它 各 阶 方程 的 初始 条 件 为 z0(0) =0, 2z0(0) =0(i=2,3,…). 对 
于 这 样 的 初始 条 件 , 相应 的 方程 的 求解 就 等 同 于 求 其 特 解 了 . 
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设 方程 (28.10) 的 特 解 为 
72) = A+ Bceos(2wt) + Csin(2wt), (28.11) 
其 中 4, B,C 为 待定 常数 . 将 上 式 代 入 (28.10), 可 得 
a oa (dd) (dw ein(dd) 二 — sa i so ove( Duty. 
上 式 中 等 号 两 边 各 对 应 项 应 相等 ,有 


1 1 
wiA= 一 aa ， (—4w? +w)B= 500, (-4w? + wi)C = 0. 


1 2 aa? Qa 
一 一 一 “aa2， 呈 一 ， 一 
2 2(4o2 一 wd) 6w2 w= 
将 这 些 系数 代 回 方程 (28.11), 可 得 
2 2 
2 Qa Qa 
z( ) 二 ~ 22 十 GB cos(2wt). (028.12) 


4. 方程 (028.9) 到 三 级 近似 的 解 
在 方程 (o28.11) 中 代入 z=zo +zo2) +z,w=wo 二 w2), 得 到 


ED) BD) 上 aatzO az) 一 aa (ao i zG) 
B (so 十 zz(2) 十 z)) + (w2 — we) rt. 
上 式 等 号 右 端 保留 到 3 阶 小 量 项 , 得 
#0 + 9) + Bo + 6)) = a (002 + 2z0)zO] — Bot 4 2w0w Wz, 


将 方程 (28.9), 即 rz(2) +w3z6) = -az0)2 (这 里 注意 到 w=0) 代入 上 式 ,可 
得 
£3) 十 wdz(3) = 一 2az(t)z(2) 一 0z003 + wow (Sr). (28.12) 


再 将 式 (o28.10) 和 (o28.12) 代入 上 式 , 得 


3 2 (3 Ca2 Qa? 3 3 2 
过 ) we2r( ) 一 一 2aa coswt 一 2 十 7 Cos(2wt| 一 acos wwt 十 2wow(t2)a coswt 








2 3 2 3 
一 (2 了 二 ontoa coswt — 2 [eos(3wt) + coswt] — 
Wo 6w0 


1 
1260 [cos(3wt) + 3 coswt] 
5a2a2 3Ba? 


2 
31 
三 一 0 全 cos(3wt)+a (2o0u ) 十 6 





COS wt, 


(28.13) 
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其 中 用 了 3 倍 角 公式 
cos 30 = 4cos30 一 3cosb， 





以 及 积 化 和 差 公 式 . 
在 无 共振 项 的 条 件 下 , 方程 (28.13) 右边 coswt 项 前 的 系数 应 该 
即 
2 2 
“(nt = 


由 此 解 得 对 频率 wo 的 修正 为 


3B 5a2 
(2 .= | ~ 一 2 
(总 es) 人 


相应 地 , 方程 (28.13) 变 为 





£3) 十 w3z(3) = 一 2 (4 十 可 cos(3wt). 
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(028.13) 


(28.14) 


这 是 非 齐 次 的 二 阶 常 微分 方程 , 也 只 要 求 其 特 解 . 设 方程 (28.14) 的 特 解 形 


式 为 
7(3) = Acos(3wt). 


将 其 代入 方程 (28.14), 可 得 


(9w2 — we)A= a "(4 浊 名 ) 


6w8 


a3 有 az2 Q3 Q2 6 
-or (otan)~ Tien VS 二 了) 
2(9w2 — wé) 3w0 l6w0 \3w5 2 


将 上 式 代 回 式 (28.15) 即 得 式 (o28.14). 


于 是 , 有 


(28.15) 


说 明 : 实际 上 , 在 文献 中 对 于 方程 (028.9) 的 所 谓 LP 方法 是 按 下 列 方 


式 进行 的 . 令 
T= wt, 
则 有 
d drd d dad? 了 
& 别 而 2 有 2 
相应 地 方程 (o28.9) 可 以 改写 为 


w227/ + wx = 一 GZ2 一 Pr, 


(28.16) 
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其 中 x = d2x/d7?. 与 式 (28.1) 和 (28.2) 相同 , 令 





T=0or1 二 0o To 二 0 7X3 二 +.…， 由 二 wo 十 auwl 十 a2us 十 ， (28.17) 


这 里 go 是 小 量 ,其 中 的 uiziy atui 分别 相 当 于 前 面 的 x) 和 w(. 将 式 (28.17) 
代入 方程 (28.16) 并 整理 , 然后 再 令 o 的 各 阶 项 系数 分 别 等 于 零 , 可 得 下 列 
方程 
we 二 Xl1 二 0， 
w2 (2 十 Za) = 一 2wowiz4 一 az2， 
0 人 2 2) OwW1w] 1 (28.18) 
we (TL 十 z3) = —2w0w17! 一 2azlzaz — (w? + 2wo0w2) x 一 Br3, 


其 中 第 一 式 也 就 是 向 十 w?2z1 = 二 0, 它 的 解 即 为 (028.10), 而 第 二 、 第 三 式 是 
前 面 的 方程 (28.9) 和 (28.12), 它们 的 解 分 别 与 式 (028.12) 和 (o28.14) 等 价 . 
这 样 的 处 理 过 程 与 《力学 》 中 给 出 的 相 比 , 前 者 更 为 统一 . 

另外 一 个 变通 的 方法 是 不 作 变 换 了 =uwt, 而 是 将 式 (28.17) 的 第 二 式 改 
写 为 


wo 一 岂 一 auwl — ow 一 ， 


再 将 此 式 与 式 (28.17) 的 第 一 式 代入 式 (028.9), 令 o 各 阶 项 的 系数 分 别 等 
于 零 可 得 
1 二 wri = 0， 
Ez 十 ww2za = 2wwl7Z1 一 CT1， 
(28.19) 
3 + Wr3 = 2wwlzea 一 2azizoa 一 (ww — 2wWw2)T1 一 Bz. 


由 此 可 得 与 前 面 的 方法 相同 的 结果 . 

5. 方程 (028.8) 和 (o28.9) 的 性 质 

拉 格 朗 日 函数 (o28.8) 描述 的 是 保守 系统 . 因为 该 工 不 显 含 时 间 , 同时 
动能 部 分 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 , 因此 系统 的 能 量 (也 就 是 机 械 能 ) 守 
恒 , 即 有 


1 1 1 1 
E= =mi? 十 二 mgZ2 moar 十 二 2Dz4. (28.20) 
2 2 3 4 
系统 的 势能 为 


1 1 1 
Ui= 50 震 了 ma jr". (28.21) 
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平衡 点 满足 条 件 
i 0= mz(w? 十 QZ 十 Br?), 
即 有 
Ey 3 
ee ese a (28.22) 
注意 , 对 于 T2,3 要 求 8 产 0. 
考虑 两 种 特殊 情况 . 
(a) 当 6=0 时 , 相应 的 势 称 为 立方 势 , 此 时 有 
vi = WS= 二 (28.23) 
a 
(b) 如 果 a = 0, 而 86 冯 0, 相应 的 势 称 为 四 次 方 势 , 则 有 
7X1 三 0, LT2.3 三 主 0 (28.24) 


如 存在 实 的 z2.3, 则 要 求 9 < 0. 
平衡 点 的 稳定 性 需要 通过 U(x) 对 z 的 二 阶 导 数 的 符号 确定 . 因为 


12 
Ty = m(wi 十 2azr + 3B7?), 





则 有 
d2U 到 
| =m >0, 
以 及 。 
d*U m ; E 
eld en Da 2 Af3i32 局 :过 12 
ra ee = 28V° 4Bwi [Ve 4Bwid 干 | 5 





可 见 , zi = 0 处 是 势 函数 的 极 小 值 点 , 在 该 点 的 平衡 是 稳定 的 ， 事 实 上 ， 
在 z = 0 附近 , 因为 z 较 小 , 势 函数 中 的 三 次 方 和 四 次 方 项 与 二 次 方 项 
相 比 很 小 , 故此 系统 的 行为 接近 于 简 谐 振子 的 行为 . (1) 当 8 < 0 时 , 均 有 
dU| < 0 即 在 ms 处 U(z) 有 极 大 值 , 这 两 个 点 的 平衡 是 不 稳定 的 . 


”2 
dz LT2,3 


(让 当 >0 时 , 如 果 a > 0, 则 有 





<0, 故 在 za 处 U(rz) 有 极 大 值 , 该 


> 二 d2U 
点 的 平衡 是 不 稳定 的 . 但 是 , 一 3 


dz2 





> 0, 故 在 zs 处 U(z) 有 极 小 值 , 该 点 的 


T3 


平衡 是 稳定 的 . 另 一 方面 , 当 8 > 0 时, 如果 a <0, 则 有 > 0, 于 是 在 


2 
za 处 U(z) 有 极 小 值 , 该 点 的 平衡 是 稳定 的 . 而 7 <0, 即 在 ws 处 UV(z) 


有 极 大 值 , 故 该 点 的 平衡 是 不 稳定 的 . 
对 于 前 面 提 到 的 两 种 特殊 情况 , 系统 相应 的 性 质 可 讨论 如 下 . 
(a) a 关 0,8=0, 相 应 有 
d2U 
dz2 |,, 
即 zi 处 为 极 小 值 点 , zz 处 为 极 大 值 点 ( 见 图 5.1). 对 于 (28.20) 中 不 同 的 五 ， 
分 别 作 出 z 一 平面 ( 即 所 谓 相 空间 ) 中 的 相 轨 迹 ( 见 图 5.2). 从 图 中 可 以 看 
出 ,在 zi = 0 附近 相 轨 迹 接 近 于 椭圆 ( 见 图 5.2 左 半 部 分 . 在 a 也 为 零 的 情 
况 下 是 严格 的 椭圆 ), 这 样 的 平衡 点 通常 称 为 椭圆 点 . 在 zz 附近 的 相 轨 迹 
接近 于 双 曲 线 ( 见 图 5.2 右 半 部 分 ), 该 平衡 点 称 为 双 曲 点 . 通过 双 曲 点 的 相 
轨迹 称 为 分 界线 , 该 相 轨 迹 相 应 的 能 量 为 Bs = U(xz2) (在 图 5.2 中 EE,= 1.5). 
分 界线 是 具有 不 同性 质 的 两 个 区 域 的 边界 . 


1 We 1 1 
U(x) = 让 朱 5 Ul(z) = 2 一 了 2 





d2U 


di 一 一 mmw3 < 0, 
Kp 


rT2 


= mwé > 0， 








(al) a>0 (bj) waw<0 
图 5.1 立方 势 


质点 的 运动 形式 与 能 量 有 关 . 以 a < 0 的 情况 为 例 . (i) 如 果 媚 > EE 上 且 
质点 从 zz 的 右 侧 向 左 运动 , 则 它 将 被 za 处 的 势 垒 所 减速 , 越过 该 势 垒 在 
接近 zi 时 又 被 加 速 , 再 被 zi 左 侧 的 势 垒 所 反射 向 右 运 动 . 这 种 运动 是 无 
界 的 , 运动 轨迹 是 不 封闭 的 . (i) 如 果 一 < 及 ,运动 分 为 两 个 部 分 : 一 部 分 
是 位 于 x > za 的 区 间 中 , 质点 从 右 侧 向 左 运动 , 在 接近 于 zx2 的 过 程 中 被 反 
射 , 运动 轨迹 是 不 封闭 的 .. 另 一 部 分 是 zi 附近 的 区 间 中 运动 , 这 种 运动 是 
一 种 振动 , 是 有 界 运 动 , 轨迹 是 封闭 的 . 对 于 a > 0 的 情况 可 作 类 似 的 分 析 . 

(b) a =0, 8 冯 0, 有 

2 2 
2 = mw? > 0, | 


= —2mwd < 0， 
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全 I 


图 5.2 ”立方 势 的 相 图 . 参数 分 别 取 值 为 m= 1,a = 一 1/3, 8 = 0,wo =1 能量 分 别 为 
轧 ==0.3,0.6,0.9,1.2,1.5,1.8, 其 中 瑟 = 1.5 的 相 轨 迹 是 分 界线 

即 zi 处 为 极 小 值 点 , x2,3 处 为 极 大 值 点 ( 见 图 5.3). 与 情况 (a) 类 似 , 分 别 
作出 (28.20) 的 不 同 忆 的 相 轨 迹 ( 见 图 5.4). 从 图 中 可 以 看 出 , zi = 0 是 椭圆 
点 , 它 附近 的 相 轨 迹 接 近 于 椭圆 ( 见 图 5.4 的 中 间 部 分 ). 平衡 点 zz 和 zs 是 
双 曲 点 , 它们 附近 的 相 轨迹 接近 于 双 曲 线 ( 见 图 5.4 左右 两 侧 ). 该 情况 下 





(在 图 5.4 中 EB。 = 0.75). 运动 的 形式 取决 于 能 量 . 对 于 小 于 及 的 运动 也 分 
为 两 部 分 , 即位 于 zi = 0 附近 的 有 界 运动 和 在 xz2,z3 附近 的 无 界 运动 , 轨 
迹 分 别 是 封闭 的 和 不 封闭 的 . 





图 5.3 四 次 方 势 
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图 54 四 次 方 势 的 相 图 . 参数 分 别 取 值 为 m=1,a=0,8= 一 1/3, wo = 1, 能 量 分 别 为 
马 二 0.15,0.45,0.75,1.05,1.35, 其 中 已 = 0.75 的 相 轨 迹 是 分 界线 


对 于 情况 (b) 另外 再 作 一 点 说 明 . 在 上 面 的 讨论 中 , 势能 表示 式 中 zx? 
前 的 系数 是 正 的 , 因为 wo 是 自由 振动 的 频率 . 但 是 文献 中 还 讨论 该 系数 为 
负 的 情况 , 这 也 有 具体 的 模型 与 其 对 应 . 此 时 , 势 函 数 是 双 势 阱 (即将 图 5.3 
关于 z 轴 反射 所 得 的 形式 ), 具有 这 种 势 的 系统 会 有 一 些 有 趣 的 性 质 (例如 ， 
对 称 性 破 缺 ), 可 参阅 有 关 文 献 @. 

在 a 关 0,8 关 0 时 ,系统 的 运动 特征 是 上 述 两 种 特殊 情况 的 综合 体现 . 
图 5.5 和 图 5.6 分 别 示 出 了 B86>0 和 £6 <0 以 及 参数 取 特 定 值 时 的 势 函 数 
与 对 应 的 几 种 能 量 下 的 相 图 , 它们 与 前 面 的 分 析 是 一 致 的 . 


@ 例如 , H. Haken. Cooperative phenomena in systems far from thermal equilibrium and 
in nonphysical systems. Rev. Mod. Phys., 47(1975)67; M. A. Gomes, Wm. R. Savage and 
A. S. L. Gomes. Local stability: An elementary demonstration and discussion. Am. J. Phys., 
51(7)(1983)636. 
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一 3 


(a) 势 函 数 ,参数 m= 二 1,wo = 二 1,a = 一 1,8 = 一 1 (b) 相 图 ,与 (a) 的 参数 相同 ,但 能 量 
E=0.15,0.45,0.75, 1.05, 1.35, 1.65, 1.95, 2.25 
图 5.5 势 也 数 与 相 图 ,8 <0 








(a) 势 函 数 ,参数 m= lwo = La = 一 4/3,8 二 1/3 (b) 相 图 ,与 (a) 的 参数 相同 ,但 能 量 
E=0.15,0.45,0.75,1.05, 1.35, 1.65, 1.95, 2.25 
图 5.6 势 函数 与 相 图 ,3 > 0 





829” 非 线性 振动 中 的 共振 
829.1 ”内容 提要 
含有 强迫 力 的 非 线 性 振动 的 典型 方程 为 


东 十 2Ab 十 wiz 三 cosyt — ar? 一 Pr. (029.1) 


这 个 问题 的 振动 中 会 出 现 多 种 共振 , 下 列 几 种 情况 下 的 外 频 均 可 激发 频率 
接近 wo 的 共振 : (i) 接近 于 wo; ( 接近 于 wo 的 分 数 倍 以 及 ( 道 ) 接近 于 wo 
的 整数 倍 . 第 一 种 是 通常 类 型 的 共振 , 后 两 者 是 因为 非 线 性 导致 了 系统 出 
现 组 合 频 率 (包括 倍 频 或 零 频 ) 的 振动 @. 

Qi 在 考虑 wo 附近 的 共振 时 , 注意 到 强迫 振动 的 振幅 5 与 外 力 的 幅 值 
f 和 频率 7 有 关 以 及 非 简 谐 性 会 导致 系统 的 固有 频率 与 振幅 有 关 这 两 个 
特性 , 可 以 得 到 下 列 方程 


妇 [(es 一 Ab2)2 + A2] = (029.4) 


4m2w2 ” 
其 中 s=7Y 一 wo 是 小 量 , 而 上 是 au,8 等 参数 的 一 个 确定 的 函数 , 即 式 (028.13) 
a? 前 的 系数 . 

求 式 (o29.4) 的 解 可 以 确定 强迫 振动 的 振幅 b(e). (1) 当 f 较 小 时 ,方程 
(o29.4) 有 一 个 实 根 局 , 即 式 (o29.2). (2) 当 了 > 时 ,方程 (o29.4) 在 一 定 的 
频率 范围 内 有 三 个 实 根 刀 , 中 等 值 的 根 相 应 的 振动 是 不 稳定 的 . fh 由 下 式 
欠 
Pa 32m2ugA3 

3V3|«| 
而 频率 范围 为 emin < es < emax, 这 里 emin, emax 均 为 正 的 , 可 由 方程 (029.4) 
和 (o29.5) 联 立 解 出 . 

( 外 频 接 近 于 wo/2 的 共振 , 在 二 级 近似 下 , 强迫 振动 的 振幅 b 与 其 它 

参数 的 关系 为 





(029.7) 


by |[(2e — «62)” + XA] = Mey (029.9) 


81m4wt? 
与 (i) 相 比 这 种 共振 的 强度 比较 小 . 
(ii) 外 频 接近 于 2wo 的 共振 , 在 二 级 近似 下 , 包含 有 参 变 共振 以 及 通常 
类 型 的 共振 , 相应 地 确定 强迫 振动 的 振幅 "的 方程 为 
加 9 Q2 F202 
六 [GS 一 + = 65708， 


它 有 三 个 解 , 即 有 三 个 可 能 的 振幅 ， 


b=0, (029.12) 


Ws | wy _ (029.13) 
~ kk|2 6mwg 


@ 文献 中 常 将 这 三 类 共振 分 别称 为 主 共 振 (principal resonance), 超 谐 波 共振 (ultra- 


harmonic resonance) 和 亚 谐 波 共振 (subharmonic resonance). 
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2 
pb? = = E 一 (5 ) 国 " . (029.14) 


这 些 振动 是 否 稳定 与 s 的 取 值 范围 有 关 (参见 图 o33 以 及 相关 的 讨论 ). 
829.2 ”内 容 补 充 


1. 方程 (029.1) 与 wo 附近 的 共振 

在 《力学 》 中 讨论 方程 (o29.1) 在 wo 附近 的 共振 解 时 没有 直接 求解 该 
方程 本 身 , 而 是 分 别 利用 826 和 828 中 的 结果 , 以 此 得 到 确定 强迫 振动 的 振 
幅 b 的 方程 (o29.4). 也 就 是 说 , 在 这 种 处 理 过 程 中 将 线性 近似 的 结果 与 非 
线性 引起 的 频率 修正 分 别 考虑 . 但 是 , 从 828 的 讨论 中 我 们 知道 , 非 线 性 的 
引入 除 对 振动 频率 有 修正 外 , 对 振动 解 的 形式 也 有 修正 . 因而 ,《 力 学 》 中 
的 处 理 方法 的 依据 是 什么 呢 ? 

按照 文中 的 约定 , 没有 考虑 强迫 力 幅 值 中 的 高 阶 项 , 如 果 类 似 于 828 
中 对 方程 (o28.9) 的 求解 , 则 现在 问题 中 的 线性 近似 也 等 同 于 求 z, 它 满 
足 的 方程 是 (o26.1), 此 时 (o28.10) 相应 地 要 用 (o26.5) 代替 , 这 样 就 会 得 到 
与 (o29.2) 完全 相同 形式 的 关系 , 但 是 其 中 的 wo 类 似 于 8$28 中 那样 应 该 为 
w. 接 下 来 再 考虑 zt2),z(3) 等 计 及 非 线性 后 对 运动 的 影响 以 及 对 w 的 影响 . 
828 中 的 求解 过 程 表明 , 对 运动 的 影响 的 一 个 重要 方面 是 出 现 组 合 频 率 的 
振动 . 然而 , 对 于 现在 考虑 外 频 在 wo 附近 的 共振 , 这 些 组 合 频 率 的 振动 是 
无 关 紧 要 的 , 因此 只 要 关注 对 频率 的 修正 . 可 见 , 线性 近似 和 频率 修正 可 以 


分 别 考 虑 .但 是 , 在 2wo 等 频率 附近 的 外 频 引 起 的 共振 就 不 能 如 此 处 理 ， 


因为 组 合 频率 的 出 现 对 共振 运动 的 振幅 同时 也 有 影响 (参见 方程 (o29.9))， 
因此 需要 类 似 于 828 采用 逐 级 近似 的 方法 求解 方程 (o29.1). 

2. 方程 (029.4) 和 逐 阶 近似 方法 

关于 逐 阶 近似 方法 , 这 里 首先 需要 作 下 列 说 明 . 因为 强迫 力 的 存在 ， 
问题 的 分 析 求 解 变 得 有 些 复杂 . 对 于 所 谓 主 共振 、 谐 波 共 振 等 不 同情 况 ， 
阻尼 项 、 非 线性 项 以 及 强迫 力 项 的 阶 数 需 要 按照 物理 的 分 析 进 行 分 别 确 
定 巴 , 此 后 再 采用 级 数 展开 形式 的 逐 阶 近似 方法 . 其 中 比较 系统 而 计算 又 
相对 简单 的 方法 是 所 谓 的 多 标 度 方法 (method of multiple scales), 可 参见 有 





@ 这 方面 的 详细 分 析 可 参见 有 关 著 作 , 例 如 A. H. Nayfeh. Introduction to perturbation 
techniques. New York: John Wiley & Sons, 1981. 中 译本 : A. H. 奈 弗 . 摄 动 方 法 导 引 . 宋 家 
驻 编 译 . 上 海 : 上 海 翻译 出 版 公司 , 1990. 
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关 文 献 @. 相 比 较 而 言 ,《 力 学 》 中 本 节 采 用 的 逐 阶 近似 方法 不 是 完全 的 级 
数 展开 法 , 而 828 中 的 处 理 方 法 本 质 上 是 级 数 展开 法 , 如 同 对 该 节 的 内 容 
补充 之 1 以 及 4 的 说 明 中 所 表明 的 . 

下 面 按照 LP 方法 求 wo 附近 的 共振 . 为 使 阻尼 项 和 强迫 力 同 时 出 现 
在 扰动 的 某 一 阶 修正 中 , 可 令 入 = o2， mo3F, 其 中 o 为 小 量 , 这 样 在 方 
程 (029.1) 中 阻尼 项 和 强迫 力 项 是 同一 个 量 级 , 且 仅 出 现在 o 的 三 阶 近似 
中 . 再 作 (28.17) 形式 的 展开 , 代入 ee 令 两 边 o 各 次 寡 的 系数 分 别 相 
等 可 得 下 列 方程 

El 十 ww271 = 

人 2 十 Wr2 = 2wwl21 一 az2， 

了 3 十 w27z3 = F cosyt 2ww172 十 (2wuwo 一 w2)zi 一 21021 一 2Q217Z2 一 Br, 


(29.1) 


上 式 中 的 第 一 式 的 解 为 
Z1 = QCoswt. (29.2) 


将 式 (29.2) 代入 式 (29.1) 中 的 第 二 式 , 有 
jz + wr2 = 2wwlia coswt 一 sa (cos 2wt + 1). 

要 消去 共振 项 , 上 式 右 边 coswt 前 的 系数 应 等 于 零 , 故 有 wi = 0, 于 是 有 

j2 十 w2z2 = a0?(cos2wt + 1y. (29.3) 
方程 (29.3) 的 特 解 为 

v= 一 十 cos 2wt. (29.4) 
再 将 式 (29.4) 代入 式 (29.1) 中 的 第 三 式 , 同时 注意 到 wi = 0, 有 
jE3 十 w273 = F eosyt + 2ww2a coswt + 2uaw sinwt— 


2 2 
Qa Qa 
十 二 -5008 au 一 Ba3 cos3 wt 


2Qa coswt - 2 Gu 


50 
Be 





= Fcosyt+ 2uaw sin ct 十 [2 
od 
( 倘 十 pa ?] osau 


@ 例如 上 面 所 引 A. H. Nayfeh 的 著作 以 及 A. H. Nayfeh and D. T. Mook. Nonlinear 
oscillations. New York: John Wiley & Sons, 1979. 中 译本 : A. H. 奈 弗 , D. 工 . 穆 克 . 非 线 性 振 
动 (上 , 下 册 ). 宋 家 骗 等 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1990. 


4 COS wwt 一 
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但 是 =w 二 se, 则 有 cosryt = coswtcoset 一 sinwtsinet, 上 式 可 写 为 


j3 十 ww273 = (—F sinet + 2Maw) sinwt+ 





2 ， 
中 Te RR Go 一 jo"| coswt— 
2 和 1 , 
(入 + jos Cos 3wt. 


同样 , 为 消去 共振 项 应 有 sinwt 和 coswt 前 的 系数 均等 于 零 , 即 有 





— Fsinet+ 2uaw = 0, 
802Zo8 和 ， (29.5) 
F coset 十 2wwaa 十 请 = Ia 一 0. 
由 这 两 式 消 去 含 = 的 项 可 得 关系 
: 2 
二 -加 各 5a2a3 3 3 
F”* = (20aw) 十 [2 十 ER 46 (29.6) 


考虑 到 前 面 所 作 的 代 换 , 则 上 式 可 改写 为 
2 2 2 
Bi = ae) 人 > | (站 让 co } ee 


”分 别 等 同 于 《力学 》 中 的 b,e 和 &， 








注意 到 这 里 的 oa, o?ws 以 及 站 起 
则 方程 (29.7) 就 是 方程 (029.4). 
3. 谐 波 共 振 , 方程 (o29.8) 与 (o29.11) 
对 外 频 接 近 于 wo/2 的 情况 , 在 一 阶 线性 近似 下 , 忽略 非 线性 项 , 同时 
认为 阻尼 是 小 量 也 不 子 以 考虑 , 则 方程 (029.1) 变 为 


-和 


六 (1) 2 六 (1) 一 也 
T+ = syt, 
wo COSTY 


这 与 式 (o22.2) 是 相同 的 . 在 仅 考 虑 共振 时 , 由 (o22.4) 可 得 





4f wo 
(1) 一 ee 
范 有 COS ( 十 a) t. (29.8) 


将 z=zG) +zo2) 代入 式 (0o29.1), 并 利用 式 (29.8) 可 得 


£2) 十 AL) 4 wr 十 az(2)2 十 B23 一 一 az(0)2 20rd) 7) — 2Ai0D — 
pz0)3 十 3z(D)2z(2) 十 3z0Dz(2)2). 
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注意 到 z0) 的 形式 (29.8) 以 及 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 , 上 式 等 号 右边 从 
第 二 项 开始 的 所 有 项 与 所 考虑 的 共振 没有 关系 , 可 以 略 去 , 即 可 以 仅 求解 
下 列 形式 的 方程 


(2) 十 AE) 十 3zt2) + az(2)2 十 Bz(2)3 = 一 az(D)2. 


将 式 (29.8) 代入 上 式 再 一 次 仅 保留 共振 项 就 可 得 (029.8). 

对 外 频 接 近 于 2wo 的 情况 可 以 进行 完全 类 似 地 分 析 , 由 此 可 以 得 到 
(029.11). 

4. 方程 (o29.1) 的 数值 解 与 混沌 

方程 (o29.1) 在 文献 中 常 称 为 Duffing 方程 , 表现 出 许多 有 趣 的 性 质 , 特 
别 是 所 谓 的 倍 周期 性 , 这 是 通 向 混沌 的 一 条 途径 @ 

为 讨论 简单 起 见 , 令 a =0, m= wo =B= 1 这样 方程 (029.1) 变 为 


分 十 2 和 十 ZY 十 73 一 了 cosyt. (29.9) 


此 时 方程 (29.9) 中 有 3 个 可 调 参 数 , 即 和 , f,, 每 个 参数 的 改变 都 可 能 引起 
解 的 类 型 和 结构 的 变化 , 也 即 运 动 特征 的 变化 . 

下 面 仅 讨论 阻尼 系数 和 和 强迫 力 圆 频率 7 不 变 , 而 改变 强迫 力 振幅 / 
的 情况 , 分 别 通过 相 图 , Poincare 截面 以 及 分 义 图 等 几 个 方面 来 描述 系统 的 
性 质 . 

如 前 面 所 说 , 相 图 是 系统 在 相 空 间 z 一 中 的 相 轨 迹 在 f 较 小 时 ， 
系统 的 运动 有 周期 行为 . 选取 入 = 1/10,7y = 1.45, 同时 初始 条 件 为 z(0) = 
0,2(0) = 4.0. 图 5.7(a) 是 参数 f = 20 情况 下 的 相 图 , 表面 看 来 似乎 行为 非 
常 复杂 , 但 这 种 复杂 性 是 由 于 暂 态 过 程 造成 的 . 如 果 考 察 一 段 时 间 之 后 的 
行为 , 即 排除 暂 态 行为 , 例如 将 观测 时 间 取 为 += 140 到 600, 则 有 图 5.7(b) 
所 示 的 封闭 曲线 , 表明 是 简单 周期 的 运动 , 周期 为 2x/Y, 这 里 ?7 为 强迫 力 的 
圆 频率 . 

当 增 加 六 时 可 以 看 到 所 谓 的 倍 周期 行为 , 即 从 出 发 点 经 过 二 倍 于 2m/7 
即 4r/z 的 时 间 后 回 到 出 发 点 , 参见 图 5.8, 其 中 参数 为 1 = 22, 图 5.8(b) 的 
时 间 间 隔 与 图 5.7(a) 相同 . 

再 增加 , 周期 进一步 加 倍 , 最 终 在 某 一 f 系统 将 进入 混沌 的 运动 状 
态 . 这 就 是 所 谓 倍 周 期 通 向 混沌 的 途径 . 

为 清晰 地 显示 这 种 倍 周期 性 , 往往 采用 所 谓 的 Poincare 截面 , 它 是 相 

空间 中 的 一 个 二 维 截面 . 不 同 于 相 轨 迹 本 身 , 它 是 连续 的 曲线 , 而 Poincare 
@ 关于 Duffing 方程 的 系统 研究 可 参见 有 关 文 献 ， 例如 , I. Kovacic, M. J Brennan eds, 


The Duffing equation: nonlinear oscillators and their behaviour, John Wiley & Sons, 2011. 
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(b) 
图 57 相 图 , 参数 入 = 1/10,7 = 1.45, = 20 











(a) (b) 





图 5.8 相 图 , 参数 入 = 1/10,7 = 1.45,f = 22 


截面 是 相 轨 迹 在 相 空 间 中 某 一 二 维 曲 面 上 的 交点 的 离散 集合 . 在 Duffing 
方程 的 情况 中 , Poincare 截面 是 在 强迫 力 的 各 个 周期 即时 刻 t= 2r/T,4ry/m， 
6r/7，…… 的 相 点 的 集合 . 显然 , 当 Poincare 截面 仅 是 一 个 点 时 , 运动 是 周期 
的 , 是 两 个 点 时 则 是 二 倍 周期 的 , 如 此 等 等 . 图 '5.9 分 别 示 出 了 Duffing 方程 
f = 20,22 的 Poincare 截面 , 它 反映 的 运动 性 质 与 前 面 的 分 析 一 致 . 

为 看 出 倍 周期 达到 混沌 的 过 程 , 可 采用 分 又 图 , 它 给 出 一 定 范 围 内 的 
f 值 相应 的 稳定 值 z, 图 5.10 示 出 了 Duffing 方程 f= 20 到 /= 28 范 围 内 
的 分 又 图 . 需要 说 明 的 是 , 倍 周期 性 是 许多 系统 通 向 混沌 的 一 个 共同 特征 . 
此 外 , 所 谓 混 沌 区 域 并 不 是 完全 无 序 的 , 它 也 有 丰富 的 结构 , 混沌 学 中 对 此 
有 详细 的 分 析 , 可 参见 有 关 著 作 @, 不 在 此 著述 . 


@ 例如 前 面 引用 的 I. Kovacic, M. J. Brennan 主编 的 著作 . 
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| 








0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 
(a) (b) 
图 5.9 ”Poincare 截面 , 参数 入 = 1/10,7 = 1.45,(a) f = 20, (b) f = 22 


人 
§ 
\ 
EE 
| 
5 这 嫩 
aa 











ae _ Le 
ee 
ee 一 
we 
-一 一 = 
~" 
sr 
a wa” 
pr 
1 1 = 1 一 1 ff 
24 26 28 


分 义 图 , 参数 入 = 1/10,”x = 1.45, f € [20, 28] 


829.3 “习题 解答 


习题 试 求 在 频率 ys3wo 上 共振 的 函数 关系 b(e). 


解 : 在 一 阶 线性 近似 中 , 不 考虑 非 线 性 项 , 同时 认为 阻尼 是 小 量 也 子 以 
忽略 , 则 方程 (029.1) 变 为 


E01) + wez(D) = 二 cos yt， (1) 


外 
Tm 
这 与 式 (022.2) 有 相同 的 形式 . 在 外 力 的 频率 附近 的 共振 由 公式 (022.4) 的 
和 二 项 , 即 


Eo 


Rt e+) 
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描述 . 于 是 ,在 上 式 中 代入 = 3wo 十 Ee 并 略 去 二 阶 小 量 项 可 得 方程 (1) 的 解 
ba 


ee 
TU 





cos[(3wo + e)t]. (2) 


现在 考虑 二 阶 近 似 z(2). 将 了 =zG) +zt2) 代入 方程 (029.1) 得 到 
(EVE HA(L DN +E ) 42 (zt 十 Z(2)) 一 = COS yt-a(z Yr 5(zG) 十 z02))3. 
(3) 
将 式 (3) 减 去 式 (1) 并 整理 可 得 
站 人 十 2XC2) 十 w3z(2) 二 azt2)2 二 DBz(2)3 = 一 a(z(002 十 2z0)z(2)) 一 
2》z( 一 6(zt)3 二 3z(0D2z(2) 十 3z(Dz(2)2)， 


根据 式 (2) 以 及 三 角 函 数 积 化 和 差 公 式 可 知 , 当 在 上 式 等 号 右 端 仅 保留 所 
要 考虑 的 共振 项 时 , 有 


£2) + DML) 十 waz(2) + az(2)2 十 Bz(02)3 = 一 38z0Dz(02)2. (4) 
假设 方程 (4) 有 下 列 形 式 的 解 
2 的 = E 5 
ea beos [(wo+ 5)t+ 直 ， 
则 方程 (4) 的 右边 变 为 


cos[(3wo + e)t] cos? (wm 十 3) 上 十 | 
0 


-3 cos[(3wo 十 =) 司 {1+eos 2 (co 十 3) t 十 25|}. 
0 








对 上 式 右边 利用 积 化 和 差 公式 cosacos 有 = i 十 cos(a 十 8B)] 并 从 
中 分 出 常规 类 型 的 共振 项 ( 即 在 系统 的 固有 频率 wo 附近 的 共振 ), 略 去 其 
它 项 , 则 方程 (4) 的 右 端 变 为 





由 此 , 方程 (4) 可 以 改写 为 





, | 23 38Db? e . 
ii) 4+ QMS + wr) 十 az(2)2 4 Ho(2)3 一 rs CO8 (wm 七 3) t= 2 . (5) 
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将 方程 (5) 与 方程 (029.1) 相 比 较 , 这 相当 于 外 力 幅 值 为 3B6b?f/(32mw8) 
且 用 s/3 代替 <s 时 的 非 线性 振动 . 于 是 , 在 方程 (029.4) 中 用 3Bb?f/(32mw@) 
代替 f, 用 e/3 代替 es, 可 得 D 对 < 的 函数 关系 为 








2 E 和 2 i 9B8272 -i 
b IG nb?) + = garg = 4 (6) 
其 中 
8 
A= Faas 


由 式 (6) 可 解 得 下 列 根 : (i)b = 二 0 为 二 重 根 ; (ii)b 关 0, 则 将 式 (6) 两 边 消 
去 b2 可 得 关于 的 一 元 二 次 方程 
274 2 
AD 一 (e+ 十 入 下 
由 此 利用 求 根 公式 可 得 
E A 1 /eA ， A2 








> | > 
3k 262 kV3g 456? 和 (7) 
将 式 (7) 两 边 同 时 对 求 导 ,得 到 
2 
和 
3 由 eA A 
2 i 
i Be A 人 
dp? | 
当 EE 一 时 ,对 应 图 o34 中 的 4 点 ,此 时 有 
eA 4 训 
We 


故 4 点 相应 的 = 值 ( 记 为 sk) 为 
3(4r2A2 一 A2 
= (8) 
将 此 值 代 入 式 (7) 可 得 相应 的 外 力 幅 值 为 
2 4r2A2+ A? 
Ba 4r2A 
只 有 在 =>sk 和 b> bi 情况 下 才 存 在 振动 . 注意 到 ek 由 方程 (8) 给 出 , 则 
由 式 (6) 可 以 看 出 当 e > ek 时 ,有 


Ek 





和 
> RV Br | dn 3x Bea 
| 
36 464 262 A 4k2 外 


即 由 E>esk 可 以 导出 b> bx. 
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830 快速 振动 场 中 的 运 
830.1 ”内容 提要 


快速 振动 场 即 高 频 场 是 指 , 该 场 的 频率 w 远大 于 质 Sp 
动 ( 即 随时 间 的 变化 比较 缓慢 的 运动 ) 的 周期 了 的 倒数 > 可. 

对 于 处 于 定常 势 场 U 中 并 受到 频率 为 w 的 变 力 f 作用 的 质点 , 其 运 
动工 可 以 分 解 为 平稳 运动 X 和 围绕 其 所 作 的 微 振动 5 ( 即 频 率 为 w 的 快 
运动 ) 两 者 的 释 加 , 即 z(t) 王 X( 人 十 上 ,在 保留 到 一 阶 项 时 , 相应 的 动力 
学 方程 分 别 为 





mé = f(X,t), (030.5) 
和 l 
; U dU 
mxX = 5 6575 十 + (o30.57) 
在 取 
f= ficoswt+ fosinwt, (030.1) 


时 , 如 果 对 各 量 取 时 间 的 关于 & 的 振动 周期 而 (与 w 相 联系 的 周期 ) 的 平 
均 

i "To 

= 由 [ g(t)dt, 


To 
则 有 “= 0, 生平 稳 运 动 由 下 列 动力 学 方程 描述 
mx = -， (030.7) 
其 中 有 效 势能 Css 为 
Def 一 芝 十 9 aU+t a 十 疹 )， (o30.8) 


取 平 均 的 ee 需要 说 明 的 是 , 这 种 方 
法 仅 在 高 频 条 件 下 是 一 个 高 精度 的 近似 方法 . 

本 节 讨 论 的 也 是 一 种 受 迫 振动 , 但 其 内 容 中 有 两 个 值得 强调 的 重要 方 
面 : (i) 处 理 问 题 的 方法 . 通过 消去 与 微 振动 有 关 的 快运 动 (与 外 场 有 相同 
的 振动 频率 ) 部 分 , 突出 系统 的 平稳 运动 特征 . 这 个 方法 是 一 种 平均 化 的 
方法 , 在 《力学 》8$35 的 习题 3, 849 以 及 851 分 别 用 于 处 理 有 关 问 题 , 它 在 量 


i 3 1 i i 2 i 
@ 这 个 近似 也 相当 于 保留 到 阶 项 , 到 更 高 阶 项 的 近似 可 参见 有 关 文 献 , 例如 $. 
Rahav, I. Gilary and S. Fishman. Effective Hamiltonians for periodically driven systems. Phys. 
Rev., A68(2003)013820. 


子 理论 , 统计 物理 等 领域 的 许多 问题 中 也 有 重要 的 应 用 ; (i) 使 系统 处 于 高 
频 外 场 中 实际 上 提供 了 一 个 通过 调节 快速 振动 场 的 频率 和 振幅 可 以 控制 
系统 使 其 处 于 某 一 稳定 的 位 形 的 一 种 方法 . 这 可 以 用 来 俘 陷 几 个 甚至 单 
个 离子 以 对 它们 进行 操控 进而 研究 其 性 质 吕 . 在 本 节 后 面 的 例子 中 对 此 有 
所 体现 . 


830.2 内容 补充 


1. 方程 (o30.4) 
利用 方程 (030.3), 将 相关 函数 对 作 Taylor 展开 . 因为 上 可 视 为 小 量 ， 
各 展开 式 可 以 仅 保 留 到 & 的 一 阶 项 , 即 有 














ed dU (X) 
U(r)=U(X+E TU(X)+E rs 
dU(z) dU(X)  .d2U (X) 
dr ~ dx ” dX2 ， 

of 


f(z,t)=f(X+Et) Sf Xt) + és 

将 这 些 表示 式 代 入 方程 (o30.2) 即 可 得 到 方程 (030.4). 注意 , 虽然 & 可 以 
视 为 小 量 , 但 是 因 它 对 时 间 的 导数 正比 于 高 频 力 场 f 的 频率 的 平方 , 即 
& x w?, 因而 & 是 一 个 很 大 的 量 . 据 此 , 由 方程 (030.4) 中 各 项 的 性 质 可 以 得 
到 方程 (030.5) 和 (030.5), 它们 分 别 描述 质点 的 快运 动 和 平稳 运动 . 

2. 平均 值 及 与 &? 之 间 的 关系 

因为 

f2= (ficoswtt fosinwt)? = fr cos? wt + f2 sin? wt 2fif2coswtsinwt 


1 。 1 
三 (ft 二 站 ) 十 3 — f2)cos2wt + 2fif2 coswtsinwt, 


记 瑟 = z 则 有 f? 对 周期 To 的 平均 为 


To pi To 
-z+ | dt/ cos 2wtdt + 
0 0 270 0 
27p 元 人 coswtsinwtdt (30.1) 
To Jo 


© Richard J. Cook, Donn G. Shankland, and Ann L. Wells. Quantum theory of particle 
motion in a rapidly oscillating field. Phys. Rev., A31(1985)564; D. Leibfried, R. Blatt, C. 
Monroe, and D. Wineland. Quantum dynamics of single trapped ions. Rev. Mod. Phys., 75 
(2003)281. 
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To 
及 
sin” wt 
To 0 





3 (有 十 太 ) 十 5 ) in| ED 
= 六 + 甩 ) 
另 一 方面 , 由 式 (030.6) 可 得 
起 二 = sinwt — fo coswt), 
mw 
下 是 
= 
寺 二 {(f2 十 炬 十 (= 形 + f2) cos2wt — 4f1 fo sinwtcoswt) 
类 似 于 前 面 对 有 2 求 平均 的 计算 ， 
E2 一 
由 式 (30.1) 和 (30.2) 可 得 到 关系 


mh sinwt — fo coswt)? 





(及 十 态 )， (30.2) 


5 





= (站 十 此). 
这 就 是 从 式 (o30.8) 得 到 式 (o30.9) 所 要 用 到 的 关系 . 

3. 一 般 形 式 的 f 与 有 效 势能 

《力学 》 中 本 节 的 讨论 针对 f 具有 形式 (o30.1) 的 情况 , 但 是 结论 (o30.7) 
对 于 具有 下 列 性 质 的 外 场 / 仍 是 成 立 的 . 设 / = -名 ,而 V 具有 性 质 


V(z,t 二 To) = 二 V(z,t), 即 它 是 周期 函数 , 这 里 的 周期 m= 其 中 w 是 外 场 


的 基 频 . 同样 要 求 w 远大 于 平稳 运动 相应 的 频率 . 此 外 , 还 要 求 V 对 于 周 
期 0 的 时 间 平 均等 于 零 , 即 


二 工 
V(z,t) = i | V(z,t) dt = 0. (30.3) 
对 于 周期 函数 , 可 以 作 Fourier 展开 
V(xz,t) = voi 十 >” [wri (2) cos(kwt) + v2 (72) sin(kwt)] ， (30.4) 
k=1 


9 fT0/2 
vit (BY) 三 元 人 y V(z,t) cos(kwt)dt, (k=0,1,2,...) 
0 


2 To/2 
j Te 
To 一 Tb/2 


(30.5) 


Uk2 (x) 一 
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es ) 十 到 Ji(Z) cos(kwt) + ja(Z) sin(kwt)], 
k= 


其 中 
Ovo1 OUk1 OvUk2 


痢 二 一 再 ij 三 一 一 一 
了 Or Ox 
可 以 将 wol 部 分 归 入 UU 而 不 必 考 虑 fo, 即 力 f 具有 下 列 形式 











= 》 [fri(z) cos(kwt) + fr2(7) sin(kwt)]. 
人 =] 


将 该 /代入 方程 (030.5) 并 对 时 间 积 分 , 可 得 





€= -一 > 喜 [fri(X)cos(kwt) + fro(X)sin(kwt)], 


w2 
其 中 积分 常数 取 为 零 . 注意 到 


= > [fhicos(kwt) + fh sin(kwt)], 
天 一 1 


(30.6) 


(30.7) 


(30.8) 


2 fli = dfr1/dX， fs = dfr2/dX, 以 及 对 & 的 运动 周期 To 平均 时 , 有 








<=0, 则 有 
df 1 PR 站 
HX ~ me > pa [fer fh cos(Ret) costjet) + fr2fiisin(kwt) cos(jwt)+ 
k,7=1 


fr1 fj2cos(kwt) sin(jwt) + fr2fyosin(kwt) sin(jwt)| . 


因为 


sin kwt cos jwt = cos kwt sin jwt = 0, 





1 
cos kwt cos jwt = sin kwt sin jwt = Boky) 


其 中 的 64; 是 Kronecker 6 函数 , 则 有 








ri i fa 
$4 和 + 纶 )-= dx Erp (B+)| 


将 上 式 代入 方程 (030.5') 对 & 的 周期 To 取 平 均 所 得 的 结果 , 即 下 列 方程 中 


df 
mX = 人 
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可 以 看 出 该 情况 下 方程 (o30.7) 中 的 有 效 势 能 为 


1 性 1 5 
Cef = Ui 十 rr Ds + fk2): (30.9) 


k= 二 1 时, 上 式 即 变 为 式 (030.8). 


4. m 依赖 于 x 时 的 有 效 势 能 
当 m 是 z 的 函数 时 , 拉 格 朗 日 函数 中 的 动能 项 为 Fm(z)i? , 则 方程 









































(o30.2) 应 变 为 
Sm(z)d] = 3 i2 一 -至 +f (30.10) 
即 
2 二 7 a ” i 
相应 于 方程 (030.4), 有 
i 
= 
将 振动 项 和 平稳 项 分 开 , 有 
wi 关内 十 (xe = f(xX,t), (30.11) 
i nese 时 让 (a i) SX+E) 
+ 0 
方程 (30.11) 等 同 于 
[m(X)d = f(X,t). (30.13) 
如 果 f 具有 式 (o30.1) 的 形式 , 则 对 方程 (30.13) 积分 , 可 得 
(30.14) 


人 人 
ED = -A 
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对 方程 (30.12) 求 周期 mW = 下 的 平均 ,同样 考虑 到 & 的 平均 值 等 于 零 , 有 @ 


2 1 dU 0 /F(X 
C= 一 ( m(X) ) 


1 dr 1 加 f 
~ mxX)dx m(X jt dx (十 ) 


1 dm(X) 


2m(X) dx 














1 dU iY 站 了 下 
Mn(X)dX 2w28X\ mm(X)2 











___1 da 1 (人 
 mX)dxX 420X \m(X) ) : 
(30.15) 
类 似 于 m 与 x 无关 的 情况 , 由 方程 (30.13) 或 关系 (30.14) 可 以 求 出 
B= na/ + 有) 
由 此 , 方程 (30.15) 可 以 改写 为 
d 
m(X)R + R= n(x 
即 
m( 久 ) 关 填 a 加 = (30.16) 
其 中 有 效 势 能 为 
Def 一 如 十 sm(X)E. (30.17) 


方程 (30.16) 是 质量 依赖 于 zx 情况 下 的 动力 学 方程 . 在 mm 为 与 x 无关 的 常 
数 时 , 方程 (30.16) 变 为 方程 (030.7). 

5. 多 自由 度 情况 的 有 效 势 能 (o30.10) 

对 于 有 多 个 自由 度 的 完整 非 保 守 系 统 , 设 拉 格 朗 日 函数 为 


5= 了 an(o)dide ~ U(q). (30.18) 


tk=1 


为 简单 起 见 , 设 aik 是 与 g 无 关 的 , 则 式 (o30.2) 的 推广 形式 为 


9 (i= 1,2,... ,5) (30.19) 
Og: 

k=1 

”名 式 (30.15) 中 略 去 了 &é& 以 及 &é&2 项 , 因为 考虑 到 (30.14) 以 及 (o30.1) 可 以 证 明 

é€ =0, ££2 =0. 
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这 里 取 

fi= fi coswt + fiz sinwt, (30.20) 
其 中 fii,fiz 可 以 是 坐标 g 的 函数 . 要 说 明 的 是 , 这 里 得 到 方程 (30.19) 是 将 
作为 广义 力 , 而 拉 格 朗 日 方程 取 下 列 形式 


d /9L oL 
i (元 ) 二 党 Qi (30.21) 


其 中 Qi 表示 非 有 势力 部 分 相应 的 广义 力 . 在 《力学 》 中 主要 讨论 的 是 有 
势力 (或 保守 力 ) 的 系统 , 这 样 fi 与 含 时 的 势 函数 对 应 , 是 后 者 对 广义 坐标 
的 偏 导数 , 详 见 下 面 的 式 (30.30). At hb dt 
势能 中 是 重要 的 , 从 理论 推导 过 程 中 可 以 看 出 这 一 点 . 

类 似 于 单 自由 度 情况 , 令 


qk(t) = Xk(t) + x(t), (30.22) 


其 中 &(t) 是 微 振 动 , 它 是 小 量 , 而 Xi(t) 表示 平稳 运动 . 将 上 式 代 入 方程 
(30.19), 有 





. -、 OU O02U Ofi 
on + &k) = -Bx 2 xx + fi(X,t) + 2 tear (30.23) 
同样 注意 到 & 不 一 定 是 小 量 , 则 从 上 式 中 分 离 出 振动 部 分 , 有 
Yainrér = fi(X,t). (30.24) 
k 


与 平稳 运动 有 关 的 方程 为 
六 一 和 i + (30.25) 


对 方程 (30.24) 积分 , 有 








Dainék = -fi(X,t) (30.26) 
写成 矩阵 形式 , 则 有 
aE = -二 (30.267) 
考虑 到 矩阵 a 是 非 奇异 的 , 由 上 式 得 


= -(a) -1 二 7 (30.27) 


WwW 
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即 
1 2 
各 二 一 而 2 oa fe. (30.28) 


显 见 ,上 式 中 的 ajl = (oa) 交 是 矩阵 a 的 闭 和 矩阵 a-1 的 矩阵 元 . 
对 方程 (30.25) 求 关 于 & 的 周期 的 平均 , 注意 到 & = 0, 示 = Xi, 则 有 


>》 air =- Eh ce 
大 


国 7 
= 和 -DD ant fs 二 (30.29) 








其 中 第 二 个 等 号 利用 了 式 (30.28). 如 果 所 可 以 视 为 菜 一 函数 VV 对 gq; 的 偏 
2 a ar of 2 

导数 , 即 fi = -9V/6g;, 则 上 式 中 的 =- -Bx a- BX 对 于 保守 系 

统 , 情况 确实 如 此 , 这 样 方程 (30. i 站 各 Y 于 下 列 拉 格 朗 日 函数 的 动力 学 


方程 








六 ; 2 aik(g)Gigk — U(q) — V (gq), (30.30) 
i,k=1 


这 里 V(g) = wi(g) coswt + wuz(g)sinwt, 而 fi = ey fiz = —Ou2/0qi. 注 
生机 aik 关于 脚 标 是 对 称 的 , 即 ozk = ak 则 oo 未 en 
aji 二 az, 于 是 方程 (30.29) 中 最 后 一 项 的 求 和 部 分 可 以 改写 为 
in Cf 六 1 of of 
on fa = > on fa E 3 [3 十 六 | 
1 -本 答 1 
= 3 Ge a 三 是 和 人 Qkl a 


由 此 , 方程 (30.29) 变 为 








a 


YenXs = Se i 3 Ql 而 三 一 x, (30.31) 


其 中 有 效 势能 为 





1 
Ue# =U + 2 ff (30.32) 


这 是 式 (030.10) 的 第 一 个 等 号 对 应 的 关系 . 
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由 关系 (30.28) 可 得 
&; = -= 2 az (—fk1 sinwt 十 fr2 coswt), 


则 有 
De 
Pn sin2 wt + fiafmz cos? wt — (fufm2 t+ fifmi)sinwt coswt] 
上 式 对 w 相应 的 周期 取 平 均 , 注意 到 
ot =0, comot = sn wt = 3, 
故 有 


i 1 A ， 上 i 
bby = F753 Do or [fa fm + fafma] = a Daa or ffm, 
l,m 


l,m 
以 及 
-一 一 ee 
2 = 》，aipaila fifm 
?， 


k,l,m 


1 Wr 2 
和 Dra fifm = 3 Dap fifm: 
l,m 


k,l,m 


所 以 , 有 效 势 能 (30.32) 也 可 以 表示 为 


1 = 
Ueg =U+3 之 QikEiEK- (30.33) 


这 就 是 式 (030.10). 
830.3 ”习题 解答 


习题 1 试 求 摆 的 稳定 平衡 位 置 , 假设 悬挂 点 以 高 频 1(7 六 V970) 在 竖 
直方 向 振动 . 
解 : 由 85 的 习题 3 情况 c 知 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 
L= aml Pp + mlay? cosytcosy + moglcosy, 
这 里 yp, mL2 分别 对 应 于 式 (030.2) 中 的 zx 和男 , 定常 势 场 为 


U = —mgleosy. 
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式 (030.2) 右边 对 应 于 所 谓 的 拉 格 朗 日 力 , 即 
ep 2 
仿 一 一 mlay” cosytsiny — mglsin wy. 


上 式 中 第 二 项 为 重力 所 产生 的 回复 力矩 , 即 式 (030.2) 右边 的 -dU/dw, 第 
一 项 为 驱动 力 (实际 上 是 力矩 ). 将 f= 一 mlay?cosytsing 与 式 (030.1) 比较 ， 
有 及 = 一 mlay?sinw，f2 =0. 于 是 据 式 (030.8), 有 效 势 能 为 


1 2 2 1 2 2 
UeH = 十 Dra (hi 十 所) = 一 mglcosyp 十 I (mlay sin op) 





~ a ,2 
= mgl (~eosp+ a sin p)， 
在 稳定 平衡 位 置 应 该 满足 条 件 


BUsf oO2Uf 














=0, > 0， 
Op Op? 
Bp 
22 
sinw | 1 十 coswp | =0, 
2gl 
a2y? (1) 
cosyp 十 i (2cos2p —1)>0. 
由 上 式 中 的 第 一 式 可 得 
siny = 0, 
或 
2gl 
605A = B73 
即 
把 二 0， TL， (2) 
2 
或 二 去】 可 
2gl 
Wp = TX — arccos a (3) 


有 两 种 情况 可 以 满足 方程 (1) 中 第 二 式 给 出 的 条 件 : (i) p = 0, 即 竖 直 
向 下 的 位 置 是 稳定 平生 位 置 ; (i) 如 果 325 < 1, 则 坚 直 向 上 的 位 置 p= 


届 蚌 疾 定 平 人 位于 而 于 将 位 于 anoon 2 





7 是 不 满足 方程 (1) 中 第 


”。” @ 《力学 》 中 将 其 称 为 广义 力 , 见 87 的 相关 讨论 . 
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二 式 的 , 故 该 平衡 位 置 是 不 稳定 的 . 由 这 里 的 结果 可 以 看 到 , 由 于 悬挂 点 作 
高 频 振 动 , 原来 的 不 稳定 平衡 位 置 = 工 现 在 变 为 稳定 的 了 , 即 平衡 位 置 
的 性 质 发 生 了 变化 . 这 是 高 频 外 场 的 一 个 重要 作用 . 

习题 2 同上 题 , 但 摆 的 悬挂 点 水 平 振动 . 

解 : 由 85 的 习题 3 情况 b 知 ,系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


1 
v= a + mlay? cosytsinw + mglcosw. 


类 似 于 习题 1 的 讨论 , 可 得 f= 二 mlay?cosytcosy. 与 式 (030.1) 比较 有 所 = 
mlay?cosyw， 所 二 0. 据 式 (030.8), 有 效 势 能 为 





ey (f2 + f2)= mgl 一 COS 不 本 2 
EE 4my212 1! 2 一 作 491 PO le 


稳定 平衡 时 应 该 满足 条 件 























OUeg O2Ucg 
= 0, 
Op 0p? 0 
即 
2 2 
Sin @ 一 3 COS p) = 0, 
a2y? 
cosw 一 ol (2cos"p 一 1) > 0. 
由 此 可 解 得 平衡 位 置 为 
siny = 0, 
2gl 
9 
Coswp ya 
即 
w=0, T 
29/ 
或 当 2 < 1 时 
1 l 
% = arccos 一 一 . 
272 
因 为 
a2~y? 
a2y? a2y? 
c= Oe 一 小 业 P= 
cos w 30 (2cos2p —1)= 257 )， (2 = 7), 
2 





2gl a2~y? 站 291 
7 ( 罕 —1|, (w= arccos B22) 
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则 据 稳 定 条 件 有 下 列 结 论 : 


人 a2Yy? 出 | _ mn 电 定 平和 个 -人 > 于. 
i) 营 7 <1, 则 p==0 是 稳定 平衡 位 置 ; 





2~2 
(站) 车 > 1, 则 yp = arccos 2 也 是 稳定 平衡 位 置 ; 
而 平衡 位 置 p 二 xt 总 是 不 稳定 的 . 
在 本 题 中 , 因为 悬挂 点 的 高 频 振动 , 原来 不 平衡 的 位 置 p 一 arccos 32 
现在 不 仅 变 为 平衡 位 置 , 而且 还 是 稳定 的 . 高 频 外 场 产生 了 新 的 稳定 平衡 
位 置 





第 六 章 


刚体 的 运动 





本 章 讨论 刚体 运动 学 和 动力 学 的 一 些 基本 问题 , 内 容 涉及 运动 状态 的 
描述 , 动力 学 方程 的 建立 和 它们 在 定点 运动 、 平 衡 和 刚体 接触 等 问题 中 的 
应 用 . 与 刚体 的 状态 及 其 变化 相关 的 基本 运动 学 量 是 欧 拉 角 、 角 速度 、 速 
度 等 , 与 动力 学 有 关 的 物理 量 是 转动 惯量 、 角 动量 、 动 能 等 . 刚体 动力 学 
的 基本 方程 是 欧 拉 动力 学 方程 , 它 是 角 动 量 定理 在 刚体 问题 中 的 具体 表现 
形式 . 这 些 基 本 物理 量 的 性 质 以 及 对 它们 的 计算 , 对 称 和 非 对 称 陀螺 的 自 
由 转动 , 对 称 重 陀螺 的 定点 运动 等 相关 问题 中 动力 学 方程 的 求解 和 运动 性 
质 的 分 析 是 刚体 力学 的 基本 内 容 . 


831 角速度 
831.1 内容 提要 


刚体 是 特殊 的 质点 系 , 其 中 任意 两 个 质点 之 间 的 距离 在 刚体 运动 中 均 
保持 不 变 或 者 变化 很 小 可 以 忽略 不 计 . 

在 描述 刚体 运动 时 常用 到 两 类 坐标 系 : 固定 在 惯性 系 中 的 固定 坐标 
系 XYZ (也 称 为 空间 坐标 系 ) 以 及 随 刚 体 运动 但 与 刚体 固 连 的 动 坐标 系 
O - zlz2z3 (也 称 为 体 坐 标 系 ). 对 运动 学 问题 , O 点 的 选取 有 任意 性 , 在 处 
理 动 力学 问题 时 常 将 O 取 在 刚体 的 质心 , 但 对 定点 运动 则 选 为 固定 点 . 

刚体 的 一 般 运 动 有 6 个 自由 度 , 可 以 用 O 点 相对 于 XY2 的 原点 的 位 
和 天 尼 以 及 0O 一 zizzzs 相对 于 XYZ 的 指向 的 角度 (后 面 常 取 为 欧 拉 角 ) 来 
确定 刚体 的 位 形 (参见 图 o35). 刚体 的 运动 可 以 等 效 为 O 的 平 动 以 及 相对 
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于 O 的 转动 的 又 加 2, 即 刚体 上 任 一 点 PP 相对 于 坐标 系 XY2 的 位 和 撩 T 的 
变化 可 以 表示 为 

dT 三 d 尽 二 dep xm， 
其 中 7 为 点 PP 相对 于 0O 一 zizzzs 的 位 矢 , dp 为 刚体 绕 过 原点 O 的 某 个 轴 
转动 的 角 位 移 . 相应 地 , 有 


v=V++Rxr, (031.2) 


其 中 = dT/dt,V = dR/dt 分 别 是 已 和 O 点 相对 于 XYZ 的 速度 ,V 就 是 
刚体 的 平 动 速度 , Q = dyp/dt 为 刚体 的 转动 角速度 . 一 个 重要 性 质 是 , 8 与 
坐标 系 O - zizorza 的 选取 无 关 . 


831.2 内容 补充 


1.VY.Q=0 与 运动 形态 
当选 取 两 个 不 同 的 动 坐标 系 O_zazazs 和 0O' 一 ziz5z4 时 ,如果 00’ = a， 
则 O 和 9: 的 速度 六 和 六 以 及 刚体 相对 于 它们 转动 的 角速度 2 和 9/ 之 
间 有 关系 
V'=V+NRxa, f=0. (031.3) 


利用 上 式 , 则 有 
V' .QI=V.CB+Cxa.C=V.Q2+a: (2x0)= 站 .02. 


可 见 ,如果 V:.8=0, 即 V18, 则 有 V2’=0, 即 V'LQ. 于 是 ,如 果 2 的 
方向 不 变 , 则 刚体 的 整体 运动 是 与 垂直 于 转轴 的 某 一 平面 平行 的 运动 , 这 
种 运动 称 为 刚体 的 平面 平行 运动 . 如 果 8 的 方向 变化 , 则 刚体 的 运动 可 以 
是 定点 运动 , 例如 第 832 节 习 题 7 中 圆锥 体 的 运动 . 

在 灰 : 吕 =0 的 情况 下 ,总 可 以 找到 O' 点 使 = 0, 这 样 的 点 0' 称 为 
瞬时 转动 中 心 , 简称 为 瞬 心 . 

2. V .8 关 0 与 运动 描述 的 简化 

如 果 立 与 吕 不 垂直 , 设 Y 沿 平行 和 垂直 于 8 方向 的 分 量 分 别 为 VI 
和 信 , 即 克 = 饮 十 风 . 此 时 ,对 O 点 有 


V'=V+R xa= Vt+(Vi+n xa). 


可 以 选取 0' 点 , 使 得 
Vi+fxa=0, 
G@ 文献 中 常 称 之 为 Chasles 定理 . M. Chasles, 1793 一 1830, 法 国 数学 家 . 


832 惯量 张 量 223 


这 总 是 可 以 做 到 的 . 对 上 式 两 边 又 乘 22, 有 
RxVi+Rx(Rxa)=RxVi+NR(Q.a)-a(R.0)=0. 


如 果 使 a 垂直 于 82, 即 Q.a=0, 也 就 是 O 和 0’ 位 于 垂直 于 2 的 同一 平 
面 内 , 则 上 和 式 将 给 出 关系 


上 
a= Fi (2X VW). 


由 此 可 确定 0' 点 的 位 置 . 以 这 样 的 O' 点 为 坐标 原点 , 则 有 V'= Vi, 即 O01 
的 运动 方向 平行 于 2. 在 如 此 选取 0' 后 , 刚体 的 运动 等 效 于 绕 某 个 轴 的 
转动 与 沿 轴 的 平 动 的 又 加 . 


832 惯量 张 量 
832.1 内容 提 要 


刚体 的 动能 等 于 刚体 随 其 质心 平 动 的 动能 与 刚体 以 角速度 2 绕 质心 
转动 的 动能 之 和 @, 即 


072 二 3 Dm xr) = pV + ; Dm |22r2 — (2.7)|, (032.1) 


其 中 = ,ma 是 刚体 的 质量 . 用 惯量 张 量 1, 动能 可 以 表示 为 


1 1 
T= jv 中 六 上 有 信人， (032.3) 
其 中 

Tk = > m (zf 6ir — Lizk) (032.2) 

或 者 写 为 显 式 

Dm +2) mry — 5 mzz 
Tixk = — 2 ,myxz y mm(z2 十 2z2) — ,myz . (032.6) 
— 5 mzz — Smzy mr(z2 十 2) 


惯量 张 量具 有 性 质 : (i) 对 称 的 , fx = 及 (i) 可 加 性 , 即 刚 体 的 转动 惯量 等 
于 其 各 部 分 转动 惯量 之 和 . (ii) 可 以 选取 zi,za,zs 各 轴 的 方向 , 使 得 惯量 张 
量化 为 对 角 的 形式 , 这 样 的 坐标 轴 称 为 惯量 主轴 , 相应 的 惯量 张 量 的 对 角 


@ 这 个 结论 文献 中 通常 称 为 柯 尼 希 (Konig) 定理 . 有 关 讨 论 也 参见 88 的 内 容 补 充 
部 分 . 
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分 量 称 为 主 转动 惯量 , 分 别 记 为 ,了 ,13, 此 时 刚体 相对 于 质心 的 转动 动能 
可 表示 为 
hi 5 02 + 1202 + 1302). (032.8) 


根据 ,2, 13 之 间 的 关系 , 将 刚体 分 为 非 对 称 陀螺 (1 关 12 关 13), 对 称 陀螺 
(五 = 瑟 夭 万 ), 球 陀螺 (全 = 五 = 五 ) 和 转子 (= 医 , 13 ==0). 对 于 匀 质 刚体 ， 
如 果 其 有 对 称 性 , 可 以 方便 地 确定 惯量 主轴 . (iv) 相对 于 质心 O 的 惯量 张 
量 I 与 相对 于 另 一 点 0' (其 对 于 0 的 位 矢 为 00; = a) 的 惯量 张 量 1 之 
间 的 关系 为 

Tx = Tikp + Ha Oink — Qiak). (032.12) 


832.2 内容 补充 


1. 惯量 主轴 与 本 征 问 题 
从 和 矩阵 论 的 角度 确定 惯量 主轴 和 主 转动 惯 量 , 就 是 求 惯 量 张 量 @ 的 本 
Tl 
征 问题 , 即 求 方程 Iz = Xz 的 本 征 值 和 本 征 矢量 x = | x |. 这 是 因为 惯 
TX3 
量 张 量 相应 矩阵 的 对 角 化 是 可 以 通过 线性 变换 实现 的 , 而 这 样 的 变换 可 由 
本 征 矢量 得 到 , 且 对 应 的 本 征 值 就 是 对 角 化 的 矩阵 的 对 角 元 . 本 征 值 由 特 
征 方程 (或 称 久 期 方程 ) 


det(I—AE)=| -Te 1 入 -Lh |=0, (32.1) 


确定 , 其 中 万 为 单位 矩阵 . 特征 方程 是 关于 和 的 三 次 方程 , 由 此 可 解 出 3 
个 根 , 它们 就 是 3 个 主 转 动 惯量 11, ,13. 将 它们 再 代入 Iz = Xz 可 求 出 相 
应 于 各 Xi 的 本 征 矢量 


其 中 z1i,z2i,z3i 是 相对 于 原 坐标 系 而 言 惯量 主轴 上 一 点 的 坐标 , 即 本 征 矢 
量 确定 惯量 主轴 的 方向 . 


@ 因为 惯量 张 量 的 显 式 是 用 和 矩阵 表示 的 , 按照 习惯 下 文 将 这 样 的 矩阵 形式 用 黑体 
字符 了 工 表示 . 
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2. 对 称 轴 的 阶 

所 谓 对 称 轴 的 阶 (order) 是 指 , 如 果 刚 体 绕 该 轴 转 动 以 及 它 的 整数 
倍 后 回复 原状 , 则 该 轴 的 阶 为 n, 也 称 为 n 重 对 称 轴 . 刚体 可 以 有 多 个 对 称 
轴 , 不 同 轴 的 阶 数 一 般 并 不 相同 . 例如 ,正方形 平面 刚体 有 阶 数 均 为 2 的 沿 
对 角 线 以 及 通过 对 边 中 点 连 线 的 四 条 对 称 轴 , 阶 数 为 4 的 垂直 于 刚体 平面 
并 通过 中 心 的 对 称 轴 . 转动 是 一 种 对 称 操作 , 还 有 其 它 许多 类 型 的 对 称 操 
作 , 如 空间 反射 等 . 

这 里 要 区 分 两 类 对 称 轴 :动力 学 对 称 轴 和 几何 对 称 轴 ， 谈 到 阶 数 的 对 
称 轴 是 几何 对 称 轴 , 反映 的 是 刚体 的 几何 对 称 性 . 动力 学 对 称 轴 是 与 主 转 
动 惯量 相 联 系 的 . 如 果 刚 体 的 主 转动 惯量 中 至 少 有 两 个 是 相等 的 , 则 称 该 
刚体 有 动力 学 对 称 轴 . 前 面 所 说 的 对 称 陀 螺 , 球 陀螺 和 转子 等 刚体 中 的 对 
称 均 是 动力 学 意义 上 的 对 称 . 刚体 可 以 没有 几何 对 称 轴 , 但 可 以 有 动力 学 
对 称 轴 . 当然 , 如 果 刚 体 是 匀 质 的 , 则 其 几何 对 称 轴 一 定 是 动力 学 对 称 轴 . 

3. 惯量 张 量 的 变换 关系 (032.12) 

相对 于 O -zizaza 和 0' 一 zxizsz4 的 惯量 张 量 分 别 记 为 fi 和 ,而 两 
组 坐标 之 间 的 关系 为 m = zx/ 十 ai, 这 里 w 为 a=00’ 的 分 量 . 将 坐标 之 间 
的 关系 代入 IL 的 表示 式 中 , 有 


区 至 >》 mm(z' 285 一 2424) 一 ml(z 一 00)28 — (Ti — ai)(zk 一 ah] 
> m(z? Sik 一 TizZk) 十 方 m[—2azidix 十 a? Sik 十 iak 十 aizZk 一 QiQk] 
= fi 十 M(a? Six = Qiak), 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 考虑 到 下 列 事实 的 结果 , 在 0' 选 定 后 , a 的 三 个 分 量 


就 是 确定 的 , 与 求 和 无 关 , 于 是 利用 质心 位 于 O 的 事实 , 即 污 mr =0 或 其 
分 量 形式 污 mzi = 0 (完整 地 写 出 来 即 是 》 mazxai = 0, 这 里 指标 a 表示 第 


a 个 质点 ), 有 
》>， 7727ZIQL = QI 交 ， mR EG 入 nr 三 00. 
>》 mzriar 一 Qk Ym = 司 : 
关系 (o32.12) 的 一 个 特殊 情况 是 所 谓 的 平行 轴 定 理 , 即 
Ts = Tt (y+ 
Toy = Jyy 十 (az + a2), 
AE PR (2 2 
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上 述 关系 表明 , 如 果 刚 体 对 通过 其 质心 O 的 某 轴 的 转动 惯量 为 7, 而 对 与 
过 质心 轴 平 行 的 另 一 轴 的 转动 惯量 为 也, 两 轴 之 间 的 距离 为 a, 则 有 关系 


Y= 7pn02, (32.2) 


这 是 平行 轴 定 理 的 常规 形式 . 

关系 (032.12) 的 男 一 个 推论 是 : 如 果 过 刚体 质心 0 的 各 轴 是 惯量 主轴 ， 
即 有 到 > = 五 , Try = 了 ,了 = 13, Lzy = yz = 1zz =0, 而 0' 位 于 与 O 相关 联 
的 惯量 主轴 之 一 (例如 zi 轴 ) 上 , 且 过 0' 的 三 根 轴 与 过 O 的 各 轴 平 行 , 则 
因为 oil = au az = as = 0, 关系 (032.12) 将 给 出 下 列 结果 


Yo 2 ! 人 和 ys 
Tz = zzt ha 》 1y = Tyy = J, 人 zz 三 .3， 


用 = 下。 =1, =0. 


这 些 结果 表明 过 O' 的 那些 轴 也 是 惯量 主轴 , 其 中 第 一 个 关系 是 式 (32.2) 的 
一 个 特例 . 


832.3 “习题 解答 


说 明 : a) 下 面 习 题 中 所 有 主 转 动 惯 量 均 是 对 通过 质心 的 惯量 主轴 而 
言 的 ; b) 求 动 能 的 习题 均 使 用 关系 (032.1). 

习题 1 将 分 子 看 作 质 点 之 间距 离 不 变 的 系统 ,在 下 列 情况 下 , 试 求 分 
子 的 主 转动 惯量 . 

a) 分 子 由 位 于 一 条 直线 上 的 原子 构成 . 

b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 3 原子 分 子 . 

c) 4 原子 分 子 , 原子 位 于 正三 棱锥 的 顶点 . 

解 : a) 设 各 原子 所 在 直线 为 x3 轴 , 与 之 相互 重 直 并 通过 分 子 质 心 的 两 
个 轴 分 别 为 zl 轴 和 za 轴 , 则 显然 有 万 = 五 ,万 =0. 又 设 各 原子 在 za 轴 上 
的 坐标 为 za3(a 二 1,2,…), 则 分 子 的 质心 坐标 为 
>， MaTa3 >， MaTa3 


一 = I 
Ee 
a 


于 是 各 原子 相对 于 质心 的 坐标 为 


Ze 


a 
Tb3 一 Zu = Ti3 一 一 一 
nh 


> TaTa3 
1 
一 | To3HC— 
nL 
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相对 于 zi, za 各 轴 的 转动 惯量 为 
多 
Ly = 三 mo(zps 一 及 让 要 1 >》， mp (ew 一 》， me ] 
b b a 
1 2 
一 及 >》, mb 区 一 217Db3 》， 全 JaVas 十 by me) | 
b a a 
多 1 2 
一 3 mpz?s 和 上 蕊 nu] (5 ma 十 n by mr] 
b a a 
i 2 
-这 m2z? b3 十 Dm) - 外 m2 ps 中 >， run] | 


a#xb 已 天 


-让 77ia7725223 一 > ren 


azxb azb 


将 最 后 一 个 等 号 中 的 求 和 分 为 a>b 和 4a <b 两 部 分 , 同时 对 a <b 的 求 和 
交换 指标 a 和 b, 则 有 


,| mamyz?s 一 >》 ma meas 下 


a>b a>b 
i mamoz?s 一 > ee 
a<b a<b 
= 一 MamoTp3 (To3 一 Ta3) 十 ~ > mamoTa3(Tas 一 Tb3) 
A a>b / a>b 
J 
和 > mamo (zo3 一 Ta3)2 二 ;5 mamplap’, 
/ a>b LS6 


这 里 Wa 一 |zsa — Zas| 即 为 原子 a 和 b 之 间 的 距离 ， 其 中 的 G&G b 可 保证 求 
和 对 任意 原子 对 的 贡献 仅 计 算 一 次 . 
对 于 双 原 子 分 子 , 在 上 式 中 令 a= 二 1,6==2 以 及 12=1, 则 有 


77217722 
万 一 五 = 一 -12 
7701 十 7722 


b) 在 三 角形 所 在 平面 内 取 rs 轴 沿 它 的 对 称 轴 , ri 轴 通 过 三 角形 的 质 
心 并 平行 于 底 边 ( 见 图 o36), za 轴 通 过 质心 垂直 于 三 角形 平面 . 设 三 角形 
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在 对 称 轴 方向 的 高 为 hh, 底 边 长 为 a, 则 根据 转动 惯量 的 定义 有 


12=2xmi (2) 一 3mao2 
据 质 心 定义 , 质心 在 对 称 轴 上 距 底 边 的 距离 为 


mo2h 


这 里 j= 二 2mi 十 m2 为 分 子 的 总 质量 . 由 此 , 有 


m2h\? moh\? 
万 = 2m1X2 + m2(h — X22) = 2m1 (2 十 ?702 (a- ) 
Hh 





几 
三 2mime ,2 
kh 
关于 za 轴 的 转动 惯量 可 利用 (032.10) 得 到 ， 
Py Ee 


c) 将 三 棱锥 的 对 称 轴 取 为 za 轴 , 则 质心 位 于 该 轴 上 . 设 正 三 棱锥 的 高 
为 h, 则 质心 距 该 锥 底面 的 距离 为 
m2zh 
-| 
Hk 
这 里 j= 二 3m1 十 m2 是 分 子 的 总 质量 . 又 设 底面 等 边 三 角形 的 边 长 为 a, 则 
其 中 心 与 各 顶点 的 距离 为 a/V3. 于 是 , 分子 对 za 轴 的 转动 惯量 为 


2 
73 一 37721 ( 壮 ) 一 m1ia?. 


又 取 zi,za 轴 通 过 质心 , 其 方向 使 得 它们 在 底面 内 的 投影 分 别 与 等 边 
三 角形 的 同一 关闭 当主 贡 于 种 | 元 攻 和 1) 问 尖 三 小 民 守 与 者 十 王 丙 兴 
别 为 


古本 X23 = (2 到) (2 ) 和 和 3 = 2 
V( V (3 几 /GE 4/ 














而 ma 到 z1,z2 轴 的 距离 均 为 有 一 ns 于 是 ， 
a\ 2 2 2 
2 ; h , 
h =2m ( (+( 吾 ) | tm (2 tm (Dn) 
2 kK nL HL 
377217722 有 
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又 底面 三 个 原子 与 z2 轴 的 距离 分 别 为 


(0 0) (0 














和 
人 
则 有 








= 
当 mi = m2z, hh 二 aV2/3 时 , 这 是 正四 面体 分 子 . 此 时 ,= 4mi. 将 相关 
参数 代入 前 面 的 表示 式 , 有 转动 惯量 为 


11 B= mia?. 


习题 2 试 求 下 列 均匀 连续 体 的 主 转 动 惯量 . 
a) 长 为 1 的 细 长 杆 . 
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b) 半径 为 尽 的 球体 . 

c) 半径 为 忆 高 为 hh 的 圆柱 体 . 

d) 棱 边 为 a, b,c 的 长 方 体 . 

6) 高 为 hh 底面 半径 为 忆 的 圆锥 体 . 

f) 半 轴 为 a, b,c 的 三 轴 椭 球体 . 

解 : a)( 略 ) 

b) 因为 球体 具有 关于 其 球 心 的 球 对 称 性 , 则 过 球 心 的 任意 三 根 相 互 
垂直 的 轴 均 是 惯量 主轴 . 根据 定义 ,有 


五 = (只 十 好)dm = / (y? + 2 )pdV, 
JL = [i + 722)dm = 区 十 22)podV， 
B= | +am= | +)pay, 


则 有 
6+HP+R=2 G++)pdy =20 /ay 


27 "I R 8 区 
= 2 / dp/ sin oq0 | rtdr = —pRs 
0 0 0 5 


人 sd wal 0 arr 人 ， 
= 5PR (Se) = Bon 了 = 二 BA 


2 
i=J=1= BUAR 


c) 将 圆柱 体 的 对 称 轴 取 为 za 轴 , 与 其 重 直 并 通过 圆柱 体质 心 的 两 任 
意 相互 重 直 的 轴 取 为 zi,za 轴 ( 见 图 6.2), 则 有 厂 = 五 . 

先 计算 万 . 取 围 绕 zs 轴 半 径 为 7 一 rr 二 dr 的 薄 圆 简 , 其 质量 为 dm 一 
pdV = p2xhrdr, 这 里 户 为 圆柱 体 的 高 . 薄 圆 简 相 对 于 za 轴 的 转动 惯量 为 
d13 一 7r2dm = D2rhr3dr. 于 是 有 


R 
1 1 ! 
五 = 人 p2rmjhrsdr = 二 p2T7jRL = 二 DR2T = 二 /及 2. 
6 4 2 2 


dm = 二 pxnR?dz. 利用 关系 (32.2), 薄 圆 片 相对 于 wi 轴 的 转动 惯量 为 


1 1 
df 皇 1R dm 十 z2dmm 一 (ie 十 2) px Rdz. 
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Wa £1 2 1 1 57 可 
看 一 帮 三 48 十 2 | por dz = a PT 及 十 pm h 
—h/2 


1 2 1 by 1 2 Ls 
和 nh? = 2n (RI+ -ph 1]， 
Fi i jr( 二 


d) 建立 图 6.3 所 示 的 坐标 系 O -zlizaza, 坐标 原点 位 于 长 方 体 的 质心 . 
取 位 于 (x,y,z) 的 体积 元 dV = dzdydz, 则 有 dm = pdV = pdzdydz, 它 对 他 
轴 的 转动 惯量 为 


d7 = dm(y2 十 22) = pdzdydz(y2 十 22)， 





由 此 进行 积分 可 得 


a/2 “b/2 c/2 b/2 1 
五 = rf x wy dz(W 二 2) = oo / dy (> 十 3 ) 
—a/2 _b/2 —e/2 _b/2 3 


c/2 





一 C/2 
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/we 
一 ap 2 | cy 4 信 = ap cy Cy 
_6/2 12 3 12 


1 于 三 1 2 ， 2 1 a) 2 
一 一 一 b = ==0 一 -一 从 b i 
TP (cP? + cb) Ten(b 十 c”) Tok( + ce) 


b/2 








一 5/2 


类 似 地 , 有 


“a /2 b/2 c/2 a/2 TL 
jy = | df wy/ dz(22 十 22) 一 wf dw (e+ 让 
一 Q/2 —b/2 —c/2 —a/2 12 
1 1 1 
= 130P (ac 二 csa) = Ta ep(o +.62) = pA 十 c2). 
以 及 


a/2 b/2 c/2 a/2 ” 1 
173 = rf df 由/ dz(z2 + vy) 一 oo 人 dz (ew 十 二 ) 
a/2 _b/2 _e/2 -a2 12 


1 1 9 1 
二 向 名 (ba® + 13a) = Tbep(o 十 妈 ) = Ta + b2). 


e) 首先 以 圆锥 顶点 为 坐标 轴 原 点 (图 038), 计算 1. 将 圆锥 体 的 对 称 
轴 取 为 x 轴 (也 是 za 轴 ), 与 其 重 直 并 通过 坐标 轴 原 点 的 两 任意 相互 垂直 
的 轴 为 zz 轴 , 则 有 五 三 用 . 
先 计 算 万 . 在 za 轴 方 向 上 距 oz 平面 z 处 取 厚 度 为 dz 的 薄 圆 片 . 采 
用 柱 坐 标 系 , 薄 圆 片 的 半径 为 r, 则 其 质量 为 dm = pmrr2dz, 它 相 对 于 za 轴 
的 转动 惯量 为 
d1s = Tg 三 Le 


2 2 
、 R 
但 是 存在 关系 元 一 =, 所 z= hh 于 是 有 
n= | bow = l hr4d wk hh 
Es BP™ 之 一 RTT ee 
3 2 3 2 
ay 一 R?. 
0 Y= 0 


上 述 薄 圆 片 对 于 x1 或 725 轴 的 转动 惯量 为 

4 2 (12, .2 21,_ hh/l Ma 
df a jdmt dm = (Fr 十 多 pPmr dz 一 PT 万 z+ rdr. 
故 有 
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根据 圆锥 体 对 于 ra 轴 的 旋转 对 称 性 可 知 , 质心 位 于 圆锥 轴 上 . 在 上 述 
以 圆锥 顶点 为 坐标 轴 原 点 的 坐标 系 中 , 质心 的 za 坐标 为 


am h 2 R 2 p2 

1 

23e = 寺 2:/ pmzr2dz = Zs/ pmr3dr = lpnh Rh 二 5 
HL 0 0 4 4 





即 质心 距离 顶点 4 二 了 根据 公式 (032.12) 可 得 : 





3 证 
me 天 , 2 2 2 
= J 1— Aa 0 (2 十 5 


f) 对 原 求解 中 涉及 的 积分 可 处 理 如 下 . 将 £,n,C 用 球 坐 标 表示 如 下 
E=rsinbcosyp, n=rsinbsing, (=r7cosd, 


其 中 0<r<1l,0<0<n,0<w<2n, 于 是 有 
| 1 T 27 
Nrrecyasanc= / ar / sin3 oa0 人 dyp(b? sin? p 十 cz cos2 wo) 
0 0 0 


1 2 
=3/ -es odeos0) 人 dp3 le? + (bc?) cos 2y] 
i 
= 管 要 a 类 人 @ 站 
考虑 到 本 题 b) 的 结论 , 单位 半径 球 对 过 质心 轴 的 转动 惯量 为 

2 24 8 


一 一 一 -一 一 
二 部 一 细 吧 = 者 





pn, 
于 是 有 
五 二 pabe | Om + c2C2)dtdndc = 于 popbc 人 Bi 十 他 ) = 了 obcF(2 十 c2). 
习题 3 ( 略 ) 
习题 4 试 求 图 039 所 示 系 统 的 动能 , 其 中 OA 和 AB 是 长 为 1 的 均 质 
细 杆 , 匀 接 于 A 点 . 杆 OA4 绕 O 点 (在 图 示 平面 内 ) 转动 , 杆 4B 的 端点 BB 
解 : 杆 OA4 绕 O 点 作 定 轴 转 动 , 转动 角速度 为 p, 其 中 ww 为 角 AOB. 
杆 O04 的 质心 位 于 杆 中 心 , 故 其 速度 为 3， 这 里 1 为 杆 O4 的 长 度 . 根据 
(032.1), 即 所 谓 的 柯 尼 项 定理 , 杆 OA 的 动能 等 于 其 质心 的 动能 加 上 相对 于 
质心 的 转动 动能 , 即 


ET AS I 了 让 I 1 
1 = yy gy 
1 Bn (3%) 5 多 三 包 区 入 十 纺 nly, 
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其 中 玉 是 一 根 杆 的 质量 ,了 为 杆 O4 绕 过 其 质心 且 重 直 于 杆 的 轴 的 转动 惯 
量 I 二 Sp 
实际 上 也 可 直接 按 定 轴 转 动 求 杆 0O4 的 动能 


1 1 
T= =p = -np? 
1 70% 6 ; 


其 中 石 为 杆 O4 绕 过 O 点 并 垂直 于 杆 的 轴 的 转动 惯量 . 按照 (032.12) 或 者 
(32.2), 有 


本 AN ee 
杆 AB 的 质心 的 稍 卡 儿 坐 标 为 
3l 1、 
从 二 村 08 Y= 3siny, 

则 它 的 质心 速度 的 分 量 为 

31.. ; 《 ， 

兴 二 一 训 %sin wp， 地 = SPeosp. 

同样 这 根 杆 的 转动 角速度 也 是 p, 因为 OA 与 4B 两 杆 等 长 , 且 B 仅 沿 Oz 
轴 运 动 .根据 (032.1), 杆 AB 的 动能 为 


7 12 Bp 1 
Ts = Sx? 于 区 外 十 3p” 一 二 + 8sin? wp)p? 十 5p = (1 十 6sin2 p)p?. 


2 


nl 5 太 
T=T+B = +3sin p)P”. 


讨论 : 如 果 O04 和 AB 的 长 度 和 质量 均 不 相等 , 令 杆 OA 的 长 度 为 1， 
质量 为 ju, 杆 AB 的 长 度 为 ls, 质量 为 ja, LA40B = yw, LABO = 沙 因为 两 
杆 贸 接 , 则 有 关系 

li sinw = {2 sinvwy. (1) 
杆 O4 的 动能 类 似 于 前 面 的 计算 , 有 

T! = si (2) 
对 于 杆 AB, 质心 坐标 为 


1 1 
X= licosy+ 了 coswy, YY’= 5l2 sinw. 
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现在 杆 AB 的 角速度 为 小, 它 与 的 关系 由 式 (1) 对 时 间 求 导数 得 到 , 即 
(3) 





利用 这 个 关系 , 杆 AB 的 动能 可 以 表示 为 
1 i; 5 1 ry 
13 = 5H2(X" 十 YY) 十 了 及 
1 ; 1 , 
= 52 | sin p+ hlapysinpsiny + 3B | + 742 


Es Le2lfp? 
6 cos2 仇 


1 和 
其 中 已 = 五 /oa 且 系统 的 总 动能 


[3 sin yp cosw sin(yp 十 幼 ) + cos2 oP] ， 





1 . Lal?2 22 
猴 二 J 让 区 ee 2 六 I 
1 72 人 加 6 cos2 幼 


在 人 ==12=l,W1= 二 j= 且 外 =y 的 特殊 情况 下 , 上 式 退 回 到 前 面 的 结果 . 
习题 5 ( 略 ) 
习题 6 半径 为 a 的 均 质 圆柱 在 半径 为 已 的 圆柱 形 曲 面 内 滚动 , 试 求 
圆柱 的 动能 (图 6.4(a)). 


[3sing coswy sin(p + w) + cos2 p] . 











图 6.4 


解 : 该 问题 中 , 圆柱 体 作 平面 平行 运动 , 且 是 纯 滚动 . 原 解 是 用 纯 滚 动 
的 速度 条 件 求 出 圆柱 体 的 转动 角速度 的 . 因为 角速度 的 大 小 等 于 转动 角 
度 对 时 间 的 导数 , 那么 圆柱 体 的 转动 角度 如 何 确定 ? 
设 当 圆柱 体位 于 圆柱 形 曲 面 的 最 低 点 即 吕 =0 时 两 者 之 间 的 接触 点 
为 4. 当 圆 柱 体 中 心 与 圆柱 形 曲 面 中 心 的 连 线 与 坚 直方 向 夹 角 为 p 时 , 接 
触 点 则 为 B, 而 原来 的 A 点 变 为 CO 点 ( 见 图 6.4(a)). 现在 上 述 的 问题 就 是 ， 
在 此 过 程 中 国 柱 体 的 转动 角度 是 p+ 二 0, 还 是 909? 当 圆 柱 体 作 纯 滚动 时 , 有 
条 件 AB = BO, 即 
Ry = a(y+0). (1) 
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如 果 转 角 为 p+0, 则 根据 式 (1) 可 得 圆柱 体 转动 角速度 应 为 +0 
而 这 与 原 解 给 出 的 结果 是 不 相同 的 . 但 是 , 如 果 转 角 为 0, 则 由 式 (1) 可 得 
由 此 , 圆柱 体 转动 角速度 为 

dg R-a, 

oo 


这 与 原 解 给 出 的 结果 是 相同 的 . 问题 何在 ? 原来 , 当 圆柱 体 滚动 时 , 圆柱 体 
中 心 与 圆柱 形 曲 面 中 心 的 连 线 的 方向 也 在 变化 , 以 这 样 的 方向 来 量度 圆柱 
体 的 转动 角度 时 实际 上 多 计算 了 一 部 分 角度 , 即 p. 而 以 竖 直 方向 作为 参 
考 方向 时 不 存在 这 样 的 问题 ,9 正确 地 量度 了 圆柱 体 的 转动 角度 . 

类 似 的 问题 存在 于 圆柱 体 在 圆柱 形 曲 面 外 运动 的 情况 ( 见 图 6.4(b)). 
按照 纯 滚 动 条 件 , 圆柱 体质 心 的 速度 为 





V = (R+a)y, 
国 柱 体 滚动 的 角速度 为 
n= (3) 


另 一 方面 , 圆柱 体 转动 的 角度 为 图 6.4(b) 所 示 的 0 而 不 是 圆 弧 BC 对 应 的 
圆心 角 , 它 是 9- wy. 纯 滚 动 条 件 为 AB = BG, 即 





Rep = alb — p). (4) 
由 式 (4) 可 得 
_d Rta, 
一 
这 与 结果 式 (3) 是 一 致 的 . 在 该 情况 下 , 圆柱 体 的 动能 为 


a (R+a)?, 2 2 :2 
T= 3u(R+ oa) ?十 3 7 p2 = Tu(R+a) p 


习题 7-10 ( 略 ) 
833 刚体 角 动 量 
833.1 内容 提 要 
刚体 对 其 质心 的 角 动 量 用 惯量 张 量 表示 时 为 


Mi = 》 Tig fk. (033.1) 
k 
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在 动 坐标 系 的 各 轴 为 惯量 主轴 时 , 角 动 量 的 分 量 形式 为 
Mi 等 玉 1， MM, = Lf, Ms = J3(23. (033.2) 


利用 角 动 量 守恒 定律 可 以 分 析 对 称 陀螺 的 自由 转动 , 它 是 绕 自 身 对 称 
轴 ( 取 为 zs 轴 ) 的 匀速 转动 与 绕 角 动 量 M 的 规则 进 动 两 种 运动 的 钱 加 , 前 
者 的 转动 角速度 为 


f23 = 至 cos 0 (033.4) 
73 
进 动 角 速度 为 人 
f2pr = 一， (033.5) 
I 


其 中 9 为 M 的 正方 向 与 za 轴 之 间 的 夹 角 (参见 图 046). 
833.2 ”内容 补充 


1. 惯量 主轴 , M 和 9 方向 之 间 的 关系 

一 般 情况 下 角 动 量 M 和 角速度 8 并 不 共 线 , 9 和 M 共 线 的 充 要 条 
件 是 只 沿 主轴 方向 . 

先 证 必要 性 . 不 失 一 般 性 , 设 z1 轴 为 惯量 主轴 , 且 2 沿 该 主轴 , 证 明 
AM 也 沿 同一 主轴 . 

记 zi1,z2,z3 轴 方 向 的 单位 矢量 分 别 为 n,n2z,na， 由 题 设 8 = fni， 
f22 = f23 =0. 因 为 zl 轴 为 惯量 主轴 , 所 以 有 五 y = 0,1;; = 0. 由 角 动 量 的 分 
量 表示 式 (033.1) 可 得 


Mi=1n, M2=0, Ms=0. 
所 以 


即 角 动 量 M 沿 zi 轴 方 向 并 与 8 共 线 . 
再 证 充分 性 . 设 M 与 8 共 线 , 即 M x 8 =0, 则 证 8 必 沿 惯量 主轴 . 
以 惯量 主轴 为 坐标 轴 , 则 据 式 (033.2) 可 得 


nl1 no 723 
MxR= T1021 T2122 13 f23 =0; 
f21 (2> f23 


上 式 写 成 分 量 形式 即 为 


(EB 0 二 0，(H 一 节 信 地 三 修 
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(a) 如 果 厂 关 刁 关 13, 则 由 上 面 的 方程 必 有 
ff0 = 三 0， f=0, ff = 0. 


只 要 8 关 0, 就 必须 有 它 的 两 个 分 量 等 于 零 , 也 就 是 说 , 2 必 沿 一 坐标 轴 即 
惯量 主轴 . 这 样 就 证 明了 2 和 M 如 共 线 就 必 沿 惯量 主轴 . 
(b) 如 果 有 两 个 主 转动 惯量 相等 , 即 对 称 陀 螺 , 例如 = 2 关 13, 在 此 
情况 下 则 有 
(BB=0 (f=0. 


这 就 要 求 893 = 0, 或 者 2 = f2 =0. 前 一 种 情况 说 明 2 在 zizxz 平面 内 .但 
是 因为 在 zizx2 平 面 内 过 原点 的 任何 轴 都 是 惯量 主轴 , 所 以 2, M 在 惯量 主 
轴 方 向 共 线 . 后 一 种 情况 表明 中 沿 zs 轴 , 也 证 明了 22, M 都 沿 惯量 主轴 . 

(c) 如 五 = z=, 相应 于 球 陀螺 , 故 8 沿 任何 方向 都 是 沿 惯 量 主轴 
的 . 

综合 (a)(b)(c) 三 种 情况 , 充分 性 得 到 了 证 明 , 即 8 与 M 如 共 线 则 必 
沿 惯量 主轴 . 

2. 对 称 刚体 自由 转动 时 1M, 8 与 za 轴 三 者 共 面 

对 于 对 称 刚体 , 不 妨 设 i = Iz 关 13. 取 动 坐标 系 各 轴 为 惯量 主轴 , 则 
根据 式 (o33.2), 角 动量 M 在 动 坐标 系 的 分 量 形式 为 


M = 00nit Tf2n2 十 131203m3 = Ti(Qn 十 (2272) 二 13 {23n3. 
刚体 的 转动 角速度 的 分 量 形式 为 
12 = ni fon2 十 123723. 
(M x 2):n3= (n(nit+ (2n2)+ Tf2na] x [Qin1 + (2n2) + (23n3]): ne3 
= [Nnit+ f2n2) x fn3 + Taf23n3 x (ni fn2)]: ns = 0. 

因为 M, 8 均 不 为 零 , 它们 也 不 相互 平行 , 则 上 式 表 示 ms 与 M x 0 垂直 . 
但 是 , M x 8 与 M 和 8 均 垂 直 , 故 M, 0,ns 三 者 共 面 . 

男 外 , 从 M 和 8 的 分 量 形式 来 看 , 二 者 均 位 于 由 矢量 fara + f22n2 和 
f23m3 确定 的 平面 内 , 因而 也 有 M, 82,mns 三 者 共 面 的 结论 . 

3. 规则 进 动 


规则 进 动 是 指 刚体 运动 过 程 中 图 o46 中 的 0 角 (通常 称 为 章 动 角 , 是 
欧 拉 角 之 一 ) 保持 不 变 , 刚体 的 对 称 轴 zs 围绕 M 作 角 速度 Ver 的 匀速 转 
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动 .9 的 这 个 不 变性 可 以 按 两 种 方式 确定 : 一 是 因为 在 每 一 瞬时 (2 = 0, 即 
刚体 没有 绕 zs 轴 的 转动 , 因此 0 不 变 . 另 一 种 方法 是 通过 求解 自由 转动 情 
况 下 的 欧 拉 方 程 子 以 确定 , 见 第 835 节 . 
可 以 证 明 下 列 结 论 : 一 个 起 点 位 于 刚体 质心 的 矢量 P 绕 M 以 匀 角 速 
度 Qu 作 规 则 进 动 的 充 要 条 件 是 , |P| 为 常数 即 它 的 大 小 不 变 且 
dP 
dt 
先 证 必要 性 . 当 PP 的 大 小 不 变 且 它 与 M 之 间 的 夹 角 ( 记 为 0) 也 不 变 
时 , PP 的 端点 绕 M 作 半 径 为 | 已 sinb, 角速度 为 ur 的 圆周 运动 , 则 根据 第 
89 节 的 讨论 , 有 





= 2pr x P. (33.1) 


dP=dpxP. 


但 是 现在 dp/dt = or 于 是 式 (33.1) 成 立 . 

再 证 充分 性 . 将 式 (33.1) 两 边 同 时 对 P 作 标 量 积 并 利用 矢量 运算 的 
性 质 , 则 有 
dP 1d(P.P) 
dt 2 ‘dt 
即 要 求 P.P=|Pl?= 常数 , 表明 PP 的 大 小 是 恒定 不 变 的 . 再 将 式 (33.1) 两 
边 同 时 对 Vs 作 标 量 积 , 则 有 


Pp. 





=P.(Qp x P)= Qoi: (Px P)=0, 


P 
Qo = pe: (Dpr x P) = P. (Mp x Do 一 0 
0 
因为 条 件 中 给 定 一 他 = 0, 则 上 式 表示 
dP d 
fpr Hr = pr P)=0, 


即 
fbr- 也 二 人 2pr|P|cos9 = 常数. 


因为 己 的 大 小 和 21 均 是 恒定 的 , 则 9 也 不 变 
834 刚体 运动 方程 
834.1 内 容 提 要 


一 般 情况 下 刚体 有 6 个 自由 度 , 需要 6 个 独立 的 方程 确定 其 运动 , 它 
们 可 以 分 别 是 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 角 动 量 定理 , 也 可 以 用 能 量 关 
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系 代 替 其 中 的 任何 一 个 分 量 方程 . 这 些 运 动 定理 可 以 按照 撩 量力 学 的 方 
法 或 拉 格 朗 日 方法 导出 . 
质心 运动 定理 为 
— = 上 &k, (034.1) 
其 中 忆 是 刚体 的 动量 , F 是 刚体 所 受 外 力 的 矢量 之 和 . 相对 于 质心 的 角 动 
量 定理 为 


dM 


其 中 M 是 刚体 相对 于 其 质心 的 角 动 量 ， 
K= 和 苑 交 (034.4) 


是 刚体 所 受 外 力 对 质心 的 力矩 的 矢量 之 和 . 
力矩 与 参考 点 有 关 , 如 果 00’ = ww, 则 有 mr = +a, 对 O 和 0' 点 的 力 

矩 之 间 的 关系 为 
K=K’+axFk. (034.5) 


在 捕 LK 的 情况 下 , 总 可 以 选取 a 使 得 K'=0, 所 有 作用 力 的 效果 可 以 归 
结 为 沿 着 给 定 直 线 作 用 的 一 个 力 FF 的 效果 . 


834.2 内容 补 充 


1. 力 , 力矩 和 内 力 的 功 

《力学 》 中 的 表述 “总 力 ” 和 “总 力矩 ”等 概念 , 严格 说 来 应 该 分 别称 
为 “ 力 的 矢量 和 ”",“ 力 和 矩 的 矢量 和 " ,或 者 称 为 主 和 撩 和 主 矩 . 所 谓 的 总 力 (或 
称 合力 ) 是 指 一 个 单一 的 力 , 它 所 产生 的 力学 效果 应 等 同 于 其 分 力作 用 效 
果 的 总 和 . 对 于 多 个 力 , 即 力 系 作用 于 一 个 物体 的 问题 , 如 果 必 须 考虑 物体 
的 大 小 的 影响 , 则 通常 是 没有 合力 概念 的 . 例如 , 我 们 知道 一 对 力 偶 的 力 
矢量 和 是 等 于 零 的 , 而 该 力 偶 有 一 确定 的 力矩 , 它 的 大 小 与 参考 点 无 关 , 并 
且 力 偶 所 作用 的 刚体 是 要 转动 的 . 找 不 到 这 样 一 个 所 谓 的 合力 , 其 作用 的 
效果 与 力 偶 的 相同 . 另外 , 对 于 力 系 作用 于 刚体 的 问题 是 可 以 讨论 所 谓 力 
系 简化 的 , 这 里 有 一 个 基本 的 结论 : 任何 一 组 力 系 总 可 以 等 效 为 力 的 矢量 
和 以 及 对 可 任意 选 定 的 简化 中 心 的 力矩 矢量 和 这 两 个 要 素 . 这 个 结论 也 表 
明 , 一 般 情 况 下 是 不 存在 合力 的 . 至 于 存在 合力 的 条 件 参 见 下 面 第 2 点 的 
讨论 . 

作用 在 刚体 中 第 a 个 质点 上 的 力 f 可 以 分 为 刚体 外 部 其 它 物体 作 
用 于 该 质点 的 所 谓 外 力 19 以 及 内 力 1 两 个 部 分 , 即 f= 9 + 7 
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而 内 力 是 刚体 内 部 所 有 其 它 质点 b 作用 于 质点 a 的 力 fas 的 矢量 和 , 即 
1 = 5 ”fs. 内 力 是 成 对 的 , 且 满 足 牛 顿 第 三 定律 , 即 fo = 一 foo. 于 是 ， 


b(b8Aa) 


P= Ys Yd + (® 下放 | 


a b(bz#a) 
-I+ 2 fm= ?fe 
a,b(a#b) 
其 中 最 后 一 个 等 式 利用 了 上 述 内 力 的 性 质 
同样 , 如 果 设 ro 为 第 a 个 质点 对 质心 的 位 矢 , 则 所 有 力 对 该 点 的 力矩 
矢量 和 为 


M= > rox fo= Dk x (+ > | 


b(b#a) 

= rex +S rax 于 fn- rf + > (ra ro) x fab 
a a b(b#a) a,b(aAb) 

= Dr x 8), 
a 


其 中 最 后 一 个 等 式 注意 到 ro - rs = rob 为 质点 a 相对 于 质点 5 的 相对 位 
矢 , 它 沿 两 质点 之 间 的 连 线 方向 , 而 根据 牛顿 第 三 定律 , fs 也 沿 两 质点 之 
间 的 连 线 方向 , 故 一 对 内 力 对 质心 的 力矩 之 和 等 于 零 . 同样 因为 内 力 是 成 
对 的 , 故 所 有 内 力 的 力矩 的 矢量 和 也 等 于 零 . 也 要 注意 , 内 力 力矩 的 这 个 特 
点 实际 是 对 任何 点 均 有 的 , 而 不 是 仅 对 质心 , 因为 相对 位 矢 是 与 计算 力矩 
所 选 的 参考 点 位 于 质心 还 是 其 它 点 无 关 的 . 
内 力 的 功 为 
注 二 2 fs™ -dra= 5 fs:dra= 3 》 fav: d(ra— rs). 
a,b(a#b) a,b(a@#b) 

对 于 刚体 , 任意 两 个 质点 之 间 的 距离 是 保持 不 变 的 , 即 

re 一 ro = (re 一 ro (ra 一 76) = 常数 . (34.1) 


对 上 式微 分 , 则 有 

(ra — m8).d(ra— ro) 三 0， 
即 刚体 中 任意 两 个 质点 之 间 的 相对 位 移 是 垂直 于 它们 之 间 的 连 线 方向 的 . 
因为 万 4 (ra 一 76), 则 利用 上 面 的 关系 可 得 一 对 内 力 做 功 的 代数 之 和 为 


fav dro fa" dr = fas d(T = 75) = 0: 
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因此 刚体 内 力 的 功 4=0. 这 是 附加 约束 条 件 (34.1) 的 结果 , 而 对 于 通常 的 
质点 系 因 为 没有 这 个 条 件 , 内 力 功 并 不 等 于 零 . 
2. 五 上 天 时 力 系 的 简化 
当 五 与 玉 相 互 垂 直 时 ,五 . 开 =0, 但 玉 x 瑟 关 0. 用 下 左 又 乘 (o34.7)， 
有 
FxK=Fx(axF)=a(F:.F)-—- F(a:F,). 


如 果 选 取 a, 使 得 a. 下 =0, 则 上 式 给 出 a 的 表示 式 


FxEK FxK 


将 这 样 选 取 的 a 代入 (034.5) 可 以 证 明 有 K’=0， 








KK-axp-K- (TE )xr 


1 1 
= -REIP. =R- RP- P=0 


于 是 对 于 给 定点 0, 将 其 在 沿 F x K 的 方向 上 平移 @a 到达 点 0', 则 力 系 
对 OO 点 的 力矩 等 于 将 所 有 力 平移 到 0' 点 后 的 力 的 矢量 和 下 对 O 点 的 力 
矩 . 这 表明 在 该 情况 下 存在 合力 F, 它 的 作用 效果 等 同 于 原 有 力 系 的 作用 
效果 .《 力 学 》 中 列举 的 均匀 力 场 (如 均匀 重力 场 , 均匀 电场 等 ) 是 平行 力 系 ， 
该 种 形式 的 力 系 ( 除 力 偶 外 ) 一 般 存在 合力 . 

a 不 是 唯一 确定 的 , 它 可 以 附加 平行 于 记 的 矢量 而 不 改变 上 述 力 系 简 
化 的 结果 . 这 个 性 质 表 明 , 在 刚体 力学 中 力 是 一 种 滑 移 矢量 , 即 沿 力 的 作用 
线 方向 平移 力 的 作用 点 不 会 改变 力 的 作用 效果 . 刚体 力学 中 力 的 这 个 性 质 
是 力 系 可 以 简化 的 重要 条 件 之 一 . 


835 ” 欧 拉 角 
835.1 内容 提要 
欧 拉 角 是 可 以 确定 刚体 方位 的 一 组 参数 或 广义 坐标 , 分 别 是 进 动 角 y， 
章 动 角 9 和 自转 角 w, 取 值 范围 分 别 为 0< yp <2n0<w<2n0<0<n. 
刚体 转动 的 角速度 8 在 动 坐 标 系 O - zizazs 各 轴 上 的 分 量 可 以 用 欧 
拉 角 以 及 它们 对 时 间 的 导数 表示 为 
人 = sin sinw + 0 cosoy, 
fa = psind coswy — 0 siny, (035.1) 
(23 = WB eos0 + yb. 
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这 常 称 之 为 欧 拉 运 动 学 方程 . 
对 于 对 称 陀螺 = 12 关 3, 其 相对 于 质心 的 转动 动能 用 欧 拉 角 可 表示 
为 
Tios = 2 (8 sin20 十 02) 十 a cos0 十 功 )2. (035.2) 


835.2 内容 补充 


1. 欧 拉 角 

因为 有 限 转 动 相应 的 所 谓 角 位 移 不 是 矢量 , 从 刚体 的 一 个 特定 位 形 出 
发 通过 转动 所 能 到 达 的 终 态 位 形 将 是 与 转动 的 次 序 密切 相关 的 , 即 相 同 大 
小 的 转动 角度 但 不 同 的 转动 次 序 将 给 出 不 同 的 终 态 位 形 , 故此 欧 拉 角 的 定 
义 实际 上 是 有 次 序 的 .《 力 学 》 中 采用 的 次 序 是 (参见 图 o47): (i) 先 绕 OZ 
轴 转 动 e;(i 再 绕 节 线 ON 转动 9; (ii) 最 后 绕 zs 轴 转 动 w. 所 有 的 转动 均 
以 逆 时 针 方 向 为 正方 问 . 

要 注意 的 是 , 这 样 定 义 的 欧 拉 角 有 一 定 的 奇异 性 . 当 0 = 0 时 , 仅 有 
wp 十 甸 是 唯一 定义 的 , 而 pw 和 本 身 并 不 具有 唯一 确定 性 . 同样 , 当 B8 =r 
时 , 仅 有 vw 一 水 是 可 唯一 定义 的 . 

欧 拉 角 还 有 其 它 形式 的 定义 , 在 力学 教材 或 著作 中 , 大 多 采用 这 里 给 
出 的 定义 . 男 外 ,还 可 以 用 其 它 形式 的 参数 捅 述 刚 体 的 取向 , 可 和 参见 有 关 著 
作 @. 

2. 动能 与 欧 拉 角 

利用 方程 (035.1) 以 及 (o32.8), 刚体 的 转动 动能 在 用 欧 拉 角 表示 时 为 


1 1 ‘ 下 
Tro = 50 十 537202 路 513 


= 了 (esingsiny 十 jcosb) 一 5 (esingcosy 一 Gsiny) 十 
sh (gcos0 十 ) 
3 3 1)(psinosinb+ Ocosy) + (> sin? 0+0?) + 3 Bent, 
5 
当 刚 体 是 对 称 陀螺 时 ,五 = 五 基石 ,上 式 即 退化 为 式 (035.2). 
需要 说 明 的 是 ,方程 (032.8), (o35.2) 以 及 上 面 的 式 (35.1) 是 刚体 相对 质 
心 的 转动 动能 的 表示 式 . 但 是 , 它们 实际 上 也 适用 于 有 一 个 固定 点 即 作 定 


@ 例如 ,H. Goldstein, C. Poole, J. Safko, Classical Mechanics, 3rd ed, Addison Wesley, 
2002. 
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点 运动 的 刚体 , 此 时 将 固定 点 取 为 动 坐标 系 的 原点 , 而 各 方程 中 的 ,了 ,13 
是 关于 过 固定 点 的 惯量 主轴 的 主 转动 惯量 (参见 本 节 习 题 1). 


835.3 “习题 解答 


习题 1 试 将 下 端点 固定 的 对 称 重 陀螺 的 运动 问题 约 化 为 积分 问题 . 

解 : 本 题 讨论 的 是 刚体 的 定点 运动 . 如 果 设 对 称 重 陀螺 对 通过 其 质心 
的 惯量 主轴 的 主 转 动 惯量 分 别 为 用, 了 ,13, 则 据 式 (032.12) 以 及 前 面 的 讨 
论 , 将 式 (035.2) 中 的 厂 , 12,T3 作 代 换 


Ll=h— T=L+p, Bs bh, 


其 中 见 为 陀螺 的 质量 ,! 是 质心 到 固定 点 的 距离 , 代 换 后 的 主 转动 惯量 就 是 
重 陀 螺 关 于 通过 固定 点 的 惯量 主轴 (它们 与 过 质心 的 各 对 应 惯量 主轴 相互 
平行 ) 的 主 转 动 惯量 , 由 此 可 得 到 重 陀 螺 定点 运动 的 动能 表示 式 为 


1 ; 1 ; 
P= (0 + ?sin? 0) + 213(w+ pcos0)?. 


以 固定 点 所 在 位 置 为 重力 势能 零点 , 则 重力 场 中 陀螺 的 拉 格 朗 日 函数 
为 
五 三 AG 十 %2 sin20) 十 0y + peos0)? 一 01g1cos0. 
显然 工 中 不 显 含 p 和 ,所 以 广义 坐标 wp 和 中 是 循环 坐标 , 相应 的 广义 动 
量 守恒 , 即 有 两 个 运动 积分 分 别 为 
bs = 2 = J3(W$ + Peos0) = const = Ms, (1) 
Ov 
Dw = = (五 sin20+ 13cos? 0)% + aw cosl 
Op (2) 
= 1 sin? 0 十 Macosg = const = Mz. 
因为 广义 坐标 wp 和 都 是 角度 , 相应 的 广义 动量 实际 上 是 对 固定 点 O 的 
角 动 量 的 菜 个 分 量 . 具体 而 言 , ps 和 py 分 别 是 刚体 相对 于 固定 坐标 系 了 
轴 的 角 动 量 Mz 和 刚体 对 称 轴 ( 即 动 坐 标 系 的 za 轴 ) 的 角 动 量 Ms, 也 即 
M3 和 Mz 分 别 是 角 动 量 M 在 x3 轴 和 2 和 轴 上 的 投影 .从 另 一 个 角度 来 看 ， 
因为 重力 对 固定 点 的 力矩 沿 Z 轴 和 x3 轴 的 投影 均 为 零 , 故 由 角 动 量 定理 
可 知 角 动量 沿 这 些 轴 的 分 量 将 是 守恒 的 . 
另外 由 于 工 不 显 含 时 间 tt, 则 有 广义 能 量 积 分 , 这 里 就 是 陀螺 的 机 械 
能 已 守恒 


De a 
EBE=7T+V= pL + 2 sin? 0) 十 可 ( 俯 十 %cosg)? + ugl cos 0. (3) 
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由 方程 (1) 和 (2) 可 求 得 


Mz 一 Ma cosbO 
(4) 
1Sin 0 
; Ms Mz — Mscosb 
二 一 一 C089 一 一 一 一 . 5 
i (5) 


利用 等 式 (4) 和 (5) 从 能 量 方程 (3) 中 消去 炉 和 yp, 得 


2 2 
B= a 也 所 十 gin 20 (re a 2 BS (于) 二 glcos0 


2 L'sin*0 2 \ 13 
在 j2 (Mz 一 Ma cos0)? 
= 一 0 二 1 cos0. 
27! sin20 S$ 37 E+ pgleos 
将 上 式 改 写 为 
M32 (Mz — Ms cos0)? 
E— 7 — /yl= Lp 一 1(1 — cos0). 
213 人 21 sin* 0 pt eg) 
定义 
M32 (Mz — Ms cos0)? 
一 一 e gl(1— ; 
E'’=E 元 Lgl, UVef(g) = 317 sin20 Hgl(1—cos0), (6) 
这 里 B' 也 是 常数 ,于 是 
a 了 + Usa (0). (61) 
将 上 式 改写 为 
2[E’ — Uea (0)] 
Ti 
由 此 a 和 
二 f= /5 $= / - / -A . (7) 
2[E’ — Ueg (0)]/T1 
今 
M2 
2E 一 一 一 
w= cosb ja= y= 4 p= 
? 看 ? Va 芝 I 》 I ? 
则 有 ， 
T(E -Uea) = zl(1 — WwW) (a — Bu) — (5 — au)’), 
1 


相应 地 , 方程 (7) 可 以 改写 


du 
:=/ i 8) 
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上 式 中 根 号 内 的 部 分 是 关于 尺 的 三 次 多 项 式 . 设 (1-u2)(a 一 Bu)=( 一 aa) 一 0 
有 三 个 根 , 分 别 为 ul,tu2,us, 且 设 赔 < ua <us, 则 有 (1 一 w?)(a 一 Bu) 一 (5 
au)2 = 二 B(w 一 U1)(w 一 uz2)(u 一 us3). 再 作 代 换 








u=t + (We =, 
U3 — Ul 
则 方程 (8) 变 为 
/Oe 攻 
Rn 


上 式 中 的 积分 是 椭圆 积分 . 原则 上 由 上 式 可 以 求 出 0 与 时 间 t 的 关系 , 即 
二 0(t), 再 利用 方程 (4) 和 (5) 将 由 和 wp 写成 0 的 函数 形式 , 由 此 也 就 可 求 
出 和 yp 与 时 间 的 关系 , 即 运动 情况 可 以 完全 求 出 . 然而 实际 上 是 无 法 求 
出 这 些 量 的 解析 表示 式 的 , 需要 借助 数值 计算 的 方法 . 
通常 可 以 利用 有 效 势 能 的 性 质 定性 地 确定 对 称 重 陀 螺 运 动 的 几何 图 
像 . 在 运动 过 程 中 , 角 4 允许 的 变化 范围 由 条 件 EB' > Ueg(0) 确定 . 当日 一 0,n 
时 , cos9 一 土 1,sin9 一 0, 则 有 


) /2 
Ua(0) —: lim (Mz Ma) 


可 一 /9L(1 干 1). 
9 一 0z 21 sin 0 poll Y) 


如 果 Mz 关 Ms, 则 Ucg(0) 一 十 co0， 有 效 势 能 Uef 的 曲线 有 如 图 6.5 所 示 
的 形式 . 当 0 在 [0, 可 之 间 变 化 时 , 有 效 势 能 有 一 个 极 小 值 (Uog)min， 如果 
EB' = (Ueg)min (如 图 6.5 中 的 轧 ), 则 0=0o, 式 (4) 表明 几 将 是 常数 , 故 陀 螺 仅 
有 与 坚 直方 向 来 角 为 00 的 规则 进 动 . 当 B' > (Usr)amin 时 , 方程 BE’ = Usa (9) 
在 区 间 [0,z] 中 有 两 个 根 (如 图 6.5 中 的 瑚 ), 它们 确定 陀螺 轴 偏 离 坚 直方 
向 的 两 个 极限 值 091 和 95, 陀螺 将 既 有 在 [91,02] 区 间 中 的 章 动 ,又 有 围绕 坚 
直 轴 的 进 动 , 具体 的 图 像 由 图 049 给 出 . 

说 明 : 对 称 重 陀螺 的 定点 运动 有 三 个 自由 度 , 但 是 也 有 三 个 运动 积分 ， 
即 Mz, M3 和 互 , 它们 是 相互 独立 的 . 系统 的 自由 度数 等 于 运动 积分 的 个 
数 , 这 样 的 系统 是 所 谓 的 可 积 系 统 @. 

习题 2 试 求 陀螺 轴 绕 紧 直 方向 转动 稳定 的 条 件 . 

解 : 当 0=0 时 , Z 轴 和 za 轴 重合 , 因此 Ma = Mz,B' 二 0. 为 确定 稳定 
性 , 考虑 在 9=0 附 近 有 效 势能 的 行为 . 此 时 可 以 认为 习题 1 表示 式 (6) 中 





详情 参见 上 一 章 第 828 节 脚 注 中 所 引 Babelon 等 的 著作 . 
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Ueg (0) 








图 6.5 对 称 重 陀螺 的 有 效 势 能 曲线 


的 9 为 小 量 , 关于 0 作 Taylor 展开 并 仅 保留 到 它 的 二 阶 小 量 , 有 

本 ‘NY2 

U, (0) = 全 2 人 
1Sin 0 


M3(1 — cos 0)? M3  ».0 
3 igl(1 — cos0) = tan li(1 — cos0 
a7r amo 49 4 二 一 ) 


AN” 1 和 
~ 97 (3) = BM = (如 290) 4 

如 果 0=0 是 Usg(g) 的 极 小 值 所 在 位 置 , 则 陀螺 转动 稳定 .由 上 述 
Use(bg) 的 表示 式 可 得 


— jgl(1 一 cos0) 














M2 M2 
Uig(0) = ( 若 ~ ng!) 0, Ui(0) = 于 -ng 
1 


当 U4(9) > 0 时 , Ueg(0) 有 极 小 值 , 于 是 可 得 稳定 条 件 为 M2 > 4Iijgl, 即 
ef 





他 > 


该 条 件 对 陀螺 的 几何 特征 附加 了 限制 , 比如 质量 几 和 1 不 能 太 大 ,或 者 陀 
螺 沿 对 称 轴 方向 不 能 细 长 ( 即 3 不 应 该 很 小 ), 否则 上 述 条 件 难 以 满足 . 
习题 3 试 求 自转 动能 远大 于 重力 势能 情况 下 陀螺 的 运动 ( 称 为 快 陀 
螺 )， 
解 : 在 忽略 重力 场 的 一 阶 近似 下 , 陀螺 相对 于 固定 点 无 外 力 短 ,因此 它 
的 角 动 量 M 是 守恒 量 (当然 如 果 考 虑 重力 场 , 角 动 量 M 不 是 守恒 量 , 对 
陀螺 运动 的 相应 影响 在 二 级 近似 中 就 会 体现 出 来 ). 此 时 由 前 面 第 833 节 
或 本 节 中 的 讨论 可 知 , 陀螺 对 称 轴 绕 着 角 动 量 1M 的 方向 自由 进 动 . 根据 式 
(o33.5), 进 动 角速度 为 


M 
fnut = Tr (1) 
1 


248 第 六 章 刚体 的 运动 


这 里 的 [1 与 习题 1 有 相同 的 含义 . 需要 注意 的 是 , 作 一 阶 近似 时 我 们 并 没 
有 认为 M 是 沿 着 竖 直 方向 的 . 实际 上 , 即使 初始 时 1M 活着 竖 直 方向 , 在 
重力 作用 下 它 的 方向 也 会 改变 . 因此, 不 失 一 般 性 , 1M 的 方向 与 竖 直 方向 
有 一 定 的 夹 角 . 这 样 , 陀螺 轴 绕 M 进 动 的 过 程 中 轴 的 方向 有 上 下 方向 的 
运动 , 这 就 是 章 动 . 
在 下 一 阶 近似 中 , 考虑 到 重力 对 国定 点 有 重力 矩 , 该 力 短 会 使 得 M 有 
绕 竖 直方 向 的 慢 速 进 动 (图 050). 为 了 求 进 动 角速度 , 我 们 对 精确 的 运动 方 
程 (034.3), 即 
dM 
和 ) 
按 章 动 周期 ( 即 式 (1) 对 应 的 周期 ) 取 平 均 . 作用 在 陀螺 上 的 重力 矩 等 于 
下 二 HLmasxg, 其 中 ms 是 沿 陀 螺 对 称 轴 方 向 的 单位 矢量 . 很 明显 , 由 于 对 
称 性 , K 按 “ 章 动 锥 "( 即 ns 围绕 1M 描 出 的 圆锥 ) 的 平均 等 效 为 将 失 量 ms 
用 其 在 1M 方向 的 投影 cosaIM/M (a 是 M 与 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 ) 代替 . 于 
是 得 方程 ee 
dM ul 


oe 一 COO M. 


这 表明 , 矢量 1M 以 比 fwut 小 得 多 的 平均 角速度 


二 lcosa 
{pt = -人 (2) 


绕 g ( 竖 直 方向 ) 进 动 . 因为 对 快 陀螺 其 转动 动能 非常 大 , 因而 RM 的 大 小 也 
会 很 大 . 但 由 式 (1) 和 式 (2) 可 见 , 前 者 正比 于 M, 而 后 者 反比 于 M, 所 以 
Vonut 六 fi. 注意 , 这 里 采用 的 方法 在 思想 上 类 似 于 833 中 的 方法 , M 绕 竖 
直方 向 的 慢 速 进 动 相 应 于 那里 的 平稳 运动 , 而 章 动 则 对 应 于 微 振 动 , 是 快 
运动 . 上 述 平 均 是 对 微 振 动 这 样 的 快运 动 进行 的 , 这 与 题目 中 的 条 件 有 关 . 

在 我 们 所 进行 的 近似 中 , 公式 (1) 和 (2) 中 的 M 和 cosa 都 是 常数 . 但 
严格 地 说 , 它们 不 是 运动 积分 . 它们 与 严格 的 守恒 量 妃 和 Ma ( 即 习题 1 中 
的 式 (3) 和 式 (1) 表示 的 运动 积分 ) 之 间 的 关系 分 别 按 如 下 方式 求 出 . 对 角 
动量 IM, 将 其 投影 到 陀螺 的 对 称 轴 上 , 有 

Ms = M cos a. 


对 于 能 量 ,在 重力 势能 远 小 于 转动 动能 时 ,有 已 守 T, 这 里 的 代为 转动 动 
能 . 根据 式 (032.8) 以 及 式 (033.2), 有 


1 
i + + eM 





ET= aM? 





-a 2 2 1 ,2 M? /cosza sin2a 
“tt 号 
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其 中 利用 了 JM 与 Mi,Mo, Ms 的 关系 . M 在 垂直 于 陀螺 的 对 称 轴 方 向 的 投 
影 的 大 小 即 为 VM?Y + M2. 

也 可 以 从 有 效 势 能 的 角度 进行 讨论 . 当 重 力 势 能 远 小 于 转动 动能 时 ， 
由 习题 1 的 式 (6) 可 知 , 此 时 有 效 势能 可 以 表示 为 
(Mz — Mscos0)’ 


Ue (0) ~ 277 sin20 


这 个 非 负 函数 在 满足 Mz 一 Macos0o =0 的 位 置 9 有 极 小 值 0. 该 的 对 应 
于 陀螺 的 稳定 平衡 位 置 . 如 果 角 0 对 bo 有 小 的 偏离 , 则 0 将 在 b 附近 作 微 
振动 ( 即 章 动 ). 将 有 效 势 能 在 00 附近 作 Taylor 展开 并 仅 保留 到 9 一 90 二 & 
的 二 阶 小 量 , 因为 


Mz — M3acos0 = Mz— Mscos(bo+é€) ~ Mz— Ms(cosOo— Esingo) = Mat sin Oo, 


则 分 母 中 sin20 只 要 保留 到 零 阶 项 即 可 . 用 sin? 0o 代替 sin20. 于 是 有 


(Mz 一 Mascosb)2 (Maé sin go) a M3 
21fsin20 21fsin2g 27 


上 式 代入 习题 1 的 式 (6'), 有 


UVegf(O) 之 £2. 


对 上 式 求 时 间 的 微分 可 得 


» M2 
LTé+—2€=0. 
五 


这 是 振动 频率 为 w= Vs/ 玉 的 小 振动 , 即 章 动 的 频率 . 这 与 前 面 的 式 (1) 
有 一 点 小 的 差别 . 但 是 在 快 陀螺 情形 下 , Ms 是 远大 于 Mi, M2 的 , 因此 作 近 
似 M 之 M3 引起 的 误差 不 大 . 

习题 4 [补充 ] 将 人 造 地 球 卫 星 视 为 刚体 , 在 其 质心 作 轨 道 运动 (这 是 
在 固定 轨道 平面 内 的 运动 ) 时 , 它 还 有 相对 于 质心 的 运动 , 这 种 相对 运动 就 
是 卫星 的 姿态 运动 . 试 建立 描述 这 种 姿态 运动 的 动力 学 方程 . 

解 : 为 讨论 方便 起 见 , 将 地 球 视 为 均匀 球体 .人 造 卫 星 在 地 球 引 力 的 作 
用 下 其 质心 沿 椭圆 轨道 运动 . 设 尽 为 卫星 质心 与 地 球 中 心 的 距离 , 质心 的 
轨道 方程 为 (参见 方程 (o15.5)) 
p 


人 1 二 ecosd 


(1) 
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这 里 内 为 从 轨道 近地点 与 地 心 连 线 作 为 起 始 位 置 计 量 的 角度 坐标 , 正 焦 弦 
Dp 和 偏心 率 e 的 表示 式 由 (ol15.4) 给 出 . 轨道 运动 的 角速度 由 (014.2) 即 角 
动量 守恒 以 及 轨道 方程 (1) 可 得 


> M M 
$= p= mm! Hecosg)? = Vi (t+ ecost)”, (2) 


其 中 mm 为 卫星 的 质量 , M 为 卫星 作 轨 道 运动 时 相对 于 地 心 的 角 动 量 . 

卫星 的 姿态 运动 可 以 等 效 地 通过 它 的 三 根 惯量 主轴 相对 于 空间 中 国 
定 方向 的 变化 来 描述 . 设 卫 星 动 坐标 系 为 O 一 zyz, 取 其 为 惯量 主轴 坐标 
系 , 这 里 O 是 卫星 的 质心 . 又 设 轨 道 坐 标 系 为 O - XI'Y'21 其 OX' 方向 取 
为 沿 地 球 中 心 O。 指向 卫星 质心 0 的 矢 径 方向 ,021 方向 沿 轨 道 平面 的 法 
线 方向 (参见 图 6.6). 








图 6.6 卫星 的 姿态 运动 


在 卫星 上 取 质 元 dm, 其 相对 于 卫星 质心 O 的 位 矢 为 mr, 体积 为 dV, 此 
处 密度 为 p(7), 质 元 的 质量 为 dm = p(r)dV. 又 设 卫 星 质 心 DO 相对 于 地 球 
中 心 的 位 矢 为 RR, 则 质 元 相对 于 地 球 中 心 的 位 矢 为 7', 且 有 (参见 图 6.6) 

7' 二 RR 二 7. 
卫星 在 地 球 的 万 有 引力 场 中 的 引力 势能 为 @ 


or- 


因为 |7|=7 之 | 及 |, 则 可 以 作 Taylor 展开 ,保留 到 7 的 二 阶 项 , 有 











1 1 
Ir| |IR+r| RR 7 -RR 
i+ (&) 十 22 击 
于 
= 元 一 高 Cr， 及) 十 + sz5 [3 BR) —72R2]. 





外 这 里 的 wa 与 815 中 的 一 致 , 故 有 另外 的 因子 1/m. 
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设 7 在 卫星 动 坐 标 系 O -zyz 中 的 分 量 为 x,y,z, 而 尺 相 对 于 同一 坐标 系 
的 分 量 为 Rz, Ry, Rz, 即 


T= ITN 十 yn2 十 Z723， R = Rn 十 Ry,n2 十 Rn.3, 


3(7. R27 R= (3R— RD) + (3R — RI)y + (3R? — R?)z2+ 
6Rz Ryry + 6Ry Reyz + 6Rsr Rerz 
= (R? — 3Ri)( +2)+ (Re — 3R2)(7 + 2)+ 
(R? 一 3R2)(z2 + y) +6(Ri Ryry + RyRyz + ReRsrz). 


Naav = m, )) sowav ee 
) yp(r)dV = mye, )) ee 


其 中 zc,yesze 分 别 为 卫星 相对 于 卫星 动 坐 标 系 的 质心 坐标 . 因为 卫星 动 从 
标 系 的 坐标 原点 选 在 卫星 的 质心 处 , 则 zo。 一 yc 一 二 0. 另外 ,因为 卫星 动 
坐标 系 是 惯量 主轴 坐标 系 , 则 有 


凡 zyp(7)dV = 0， 凡 yzp(7)dV = 0， 凡 zzp(r)dV = 0, 
n= /er y+22)p(r)dV, R= )) (z2+22)p(r)dV, a= /ee ER 


帮 , Jo,13 分 别 为 卫星 相对 于 惯量 主轴 的 主 转 动 惯量 . 于 是 , 有 


‘sm [3 人 R)? —r?R?] p(r) dV 


77 


= 二 二 前 [CR — 3R2)N + (R? — 3R?)12 + (R? — 3R2)1] . 


综合 上 面 计算 的 结果 , 有 


以 及 








Qo 所 
-i zs [(R2 一 3R2) 石 十 (BR2 — 3R2)l +(R? — 3R2)1], (3) 





U = 


其 中 的 Rs, Ry, Rs 可 以 用 欧 拉 角 (yp,0,) 表示 出 来 . 因为 尽 位 于 轨道 平面 
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内 且 沿 OX' 方向 , 则 有 @ 
R; = R(cosy cosy — cos0b sinwysiny), 
R, = R(— siny cosy = cos0siny cosvy), 
R; = Rsinb sinw, 
由 此 UV =U(wy,90,Y). 
卫星 的 动能 等 于 其 质心 的 动能 与 相对 于 质心 的 动能 之 和 .刚体 的 角 速 
度 由 等 于 卫星 在 轨道 坐标 系 中 的 相对 角速度 由 与 轨道 坐标 系 相对 于 空间 
坐标 系 的 角速度 w' = Gkh' (这 里 k' 为 沿 O2/ 方 向 的 单位 矢量 ) 之 和 , 即 


Ww 二 十 ww 


它们 可 以 用 欧 拉 角 (wp,9,w) 表示 出 来 . 设 角 速度 在 卫星 动 坐标 系 中 的 分 量 
形式 为 


wz = ftw wy= y+ ws = fs w,, 
其 中 8 的 分 量 表示 参见 式 (035.1), 而 

w’ = $sinOsiny wy = bsinO cosy, w= peosh. 
于 是 卫星 的 动能 为 
T= sm(te + R28?) 十 : (Fw2 + Taw? + Taw?) 


了 ja， 工 
一 mm 二 R297) 十 2 (五 位 十 互信 十 再 03 + (Nw? + Tw? + Taw’?) 十 


Di fzrws 十 有 woy + T3122w, 


1 
2 


L : 。 1 i 1 8 吕 
= sm(B? + R26?) + 五 (9 十 22sin2 0) + 58 @ 二 pcos0) 革 
1 : 1 
3(E —)(psingcosy — 0siny)?+ D (mw22 十 ol 十 有 3w22) 十 
五 ouz 十 五 Wwwy 十 再 wz. (4) 


卫星 系统 的 拉 格 朗 日 济 数 为 


_ hb i i {pd i 
太一 时 U= mE + RG)+3n (6 二 ”sin 9) +31 (V+peos0) 十 


1 , 1 
3(12 — Ti)(psinOcoswy — Osiny)?+ 3 (Nw + Tw? + Taws?) 十 
五 Pows + Tfywy + Tafw, — U(y, 0,Y). (5) 





@ 可 参考 前 引 H. Goldstein 等 的 著作 第 84.4 节 . 
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为 了 简化 计算 , 考虑 卫星 的 一 种 特殊 的 姿态 运动 . 假定 卫星 没有 自转 ， 
仅 可 在 其 质心 所 在 轨道 平面 内 摆动 , 即 O02' 方向 与 Oz 方向 重合 , 而 Ory 
平面 相对 于 OX'Y' 平面 旋转 . 在 现在 的 情况 下 ,有 04=6=0, 少 = 二 小 = 0. 设 
Oz 与 OX' 之 间 的 夹 角 为 p. 于 是 , 势能 (3) 可 以 简化 为 


U= -$m (1— 3c0s? ph + (1— 3sin? yp)h + 13]. (6) 
该 势 函 数 相 应 于 引力 对 卫星 施加 力 拢 
OU 3 : 
-50 = s(n — J2)sin(20). 


该 力 短 是 引力 梯度 造成 的 ( 见 836 习题 中 的 讨论 ). 当 卫 星 具 有 关于 Oz 轴 
的 动力 学 旋转 对 称 性 , 即 且 = 五 , 此 时 该 力矩 等 于 零 . 
对 于 现在 的 问题 ,动能 (4) 简化 为 


T= 3 m(R? + R292)+ = 3a(P + 9 +209p). (7) 
于 是 , 拉 格 朗 日 函数 (5) 变 为 


1 降 3 1 Pp x 3 
L= wd + R292) 十 313(9 十 电 十 20%2) 十 





B+ mm [3cos Ph +(1— 3sin? p)h+ 1]. (8) 
由 该 拉 格 朗 日 函数 可 得 a 
BE 1a($ +9), 
BE 5 | 
Bp (把 厂 ) sin(2p). 


根据 拉 格 朗 日 方程 , 得 动力 学 微分 方程 为 
i 3 , 
(G+0) + a (lh)sin(2p) =0. (9) 


但 是 , 罗 的 变化 远大 于 的 变化 , 即 有 少 污 9 ( 如 果 卫 星 作 圆 轨道 运动 , 则 沪 
是 常数 ), 可 以 将 后 者 忽略 , 即 有 


15 十 一 一 (72 — 1D)sin(29)= 0. (10) 


3a 
2mB3 
对 于 小 的 偏 角 wp 以 及 小 的 偏心 这 e, 当 仅 保 留 到 和 6 的 一 阶 项 时 , 由 
式 (1) 可 得 


1 二 
= 万 (0 +ecosp)? 一 0 + 3e cos), 
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再 将 此 代入 式 (10) 中 并 作 近 似 , 可 得 形 如 (027.8) 的 方程 
G+we(l+hcoswt)y = 0, (11) 


其 中 


QO 





3a(72 一 万 ) 如 
ww2 = == 入 3 
wo i hh=3e, w i 





(12) 


根据 827 的 讨论 ,方程 (11) 表明 , 卫星 的 姿态 运动 是 一 种 参 变 振动 . 如 果 不 

满足 共振 条 件 (027.11), 即 je| < ea - 28 39 和 2 一 全) 时 , 则 卫星 的 平衡 位 
2 2 Tamp3 

形 是 稳定 的 , 即 卫 星 沿 轨道 运动 时 , 其 面向 地 球 的 部 分 总 是 可 以 保持 如 此 . 

另外 , 为 保证 wd > 0, 要 求 王 > 石 . 


836 ” 欧 拉 方程 
836.1 ”内容 提要 


任何 一 个 矢量 4, 它 有 两 种 变化 率 , 即 相 对 于 固定 坐标 系 的 变化 率 ( 记 
为 d4/db 和 相对 于 动 坐标 系 的 变化 率 ( 记 为 dA/dt), 两 者 之 间 的 关系 为 
4 - + 痢 灿 和 (036.1) 
其 中 8 为 动 坐标 系 相对 于 固定 坐标 系 转动 的 角速度 . 
欧 拉 方程 是 角 动 量 定理 (034.3) 对 惯量 主轴 坐标 系 O - zizazs 的 分 量 
形式 ， 
me + (Is — I2)f203 = Ki, 





df 

Be + (1 — I3){2301 = Ks, (036.4) 
dn 

I + (12 —11)f1f22 = Ks. 


这 是 求解 刚体 动力 学 问题 的 基本 方程 , 通常 也 称 为 欧 拉动 力学 方程 . 需要 
将 欧 拉 运动 学 方程 与 动力 学 方程 联 立 来 求解 刚体 的 运动 情况 . 但 是 , 这 是 
关于 欧 拉 角 的 非 线性 方程 组 , 一 般 情况 下 是 无 法 得 到 解析 解 的 . 


836.2 ”内 容 补充 


。 对 称 陀螺 自由 转动 求解 的 两 点 补充 说 明 
人 求解 自由 转动 情况 下 的 欧 拉 方程 (o36.5) 中 的 前 两 个 方程 等 同 于 求 
解 方程 





d 
F(a 十 if22) = iw (fa 十 if22 )， 
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其 解 具 有 形式 , 
f21 十 if22 一 过 ee 
如 果 令 常 数 4 = ae9, 其 中 a 和 6 均 为 实数 , 则 有 
121 十 102 = aei(et+O). 


如 果 取 时 间 起 始点 为 如 = -6/w, 则 8 将 不 出 现在 解 的 表示 式 中, 这 等 同 于 
将 4 取 为 实数 . 

(i) 由 第 $35 节 的 脚注 可 知 , Z 轴 相 对 于 动 坐标 系 O - zizazs 的 方位 角 
为 3 一 ,因此 相应 的 角速度 为 
在 自由 转动 情况 下 , M 是 守恒 量 , 同时 将 其 取 为 沿 Z 方向 , 于 是 它 相 对 于 
动 坐标 系 O - zizazs 的 进 动 角 速度 就 是 上 述 方位 角 变 化 相应 的 角速度 , 即 
一 从. 


836.3 补充 习题 


习题 求 835 习题 4 人 造 卫星 所 受 地 球 引 力 对 卫星 质心 的 力矩 , 再 由 
欧 拉 方程 求 卫星 的 姿态 运动 满足 的 方程 . 
解 : 地 球 对 卫星 质 元 的 引力 为 











Qadm 7 
df = = 
mlr’|2 Ir 
该 力 相 对 于 卫星 质心 的 力矩 为 
7 站 
dK rxdF od” -ar VrxR 
m |r’l3 m, PE 


作 下 列 近 似 , 仅 保 留 到 7 的 一 次 方 项 (相应 于 在 KK 中 保留 到 的 二 次 方 
项 )， 





1 1 1 :| 下 | 

mi a3 SR Bp | 

FF 吾 re A 
ei 


于 是 ,有 
= -人 人 tm 于 
= ) rave + /eavt x Rr) 


= plr)av tr x Rr BR), (1) 
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其 中 第 二 个 等 号 后 的 第 一 项 等 于 零 是 因为 动 坐标 系 的 原点 位 于 卫星 的 质 
心 所 在 处 . 又 因为 

(7 x R)(r: R)= [(yR: — zRy)mni t+ (Ry — TRz)n2t 
(zR, 一 yRs na](zR, + yRy + zR;) 
= [y= z2)R, Rs 十 yz(R? 3 R?) + zyRzRz — rzRrRynit 
(22 一 22)Rs Rs + rz(R2 — R2) + yzRsR, — ryR,Rz]n2t 
[(z2 一 所) 已- Ry 十 zy(R2 — R2) + zzR,R; — yzRzR,lns, 





而 动 坐标 系 是 惯量 主轴 坐标 系 , 则 上 式 中 zy,yz,zz 各 项 对 dm 二 pdV 的 积 
分 为 零 , 故 有 








| p(r)dV[(y2 — 22)RyRanit (2 — 2) Rs Ran t+ (7 —y)Rs Rynsl. 


- wn-n=)] a (r)dV (x? — vy?), 
n-n=) r)dV (22 — 22), 
BB=) evave -a 
则 有 


3 
= (1 — BRyRni t+ (hn Ba)ReRns t(D- DRRns]. (2) 


此 即 地 球 引 力 所 产 生 的 对 卫星 质心 的 力矩 在 动 坐 标 系 中 的 分 量 形式 ， 
对 于 835 习题 4 中 考虑 的 卫星 的 特殊 姿态 运动 , 有 


Rs= Reosyp, By==Rsing, R;=0, 


相应 地 , 有 


30Q 
下 三 -ZR 一 (72 — 1)sin(29)ns 


de 的 结果 相同 , 又 因为 ws 二 wy ==0, ws = 几 十 内 
则 将 这 些 表 示 式 代入 欧 拉 方 程 (036.4) 的 第 三 式 , 有 


I($+9) + — nh)sin(2p) =0. 


3a 
2mR3 
这 也 与 835 习题 4 中 的 结果 (9) 相同 . 
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837 非 对 称 陀 螺 
837.1 ”内容 提要 


对 非 对 称 陀 螺 的 自由 转动 ,通过 能 量 守 恒定 律 和 角 动 量 守恒 定律 并 结 
合 几何 图 像 可 以 确定 其 运动 的 一 些 特 性 : M 相对 陀螺 的 运动 是 周期 运动 ， 
周期 由 式 (o37.12) 给 出 . 陀螺 绕 主 转动 惯量 最 大 和 最 小 的 主轴 的 转动 是 稳 
定 的 , 而 绕 主 转动 惯量 取 中 间 值 的 主轴 的 转动 是 不 稳定 的 . 

假定 13 > I > 用 , 且 有 2EN < M? < 2Els ( 式 (037.5)) 以 及 M? > 2El, 
条 件 成 立 , 则 解析 求解 欧 拉 方 程 , 可 得 刚体 转动 角速度 的 表示 式 为 


二 2 二 了 -ny 
五 (73 一 万 ) 
2 万 六 一 M 
0 eh (037.10) 
12(13— Bh 
M2 = 2 万 而 
f23 三 11 一 -一 一 dnT7， 
”VE -1) 


其 中 sn, cn, dn 为 Jacobi 椭圆 函数 . 

进一步 结合 欧 拉 运动 学 方程 可 以 求 出 非 对 称 陀螺 相对 于 固定 坐标 系 
的 运动 情况 , 即 p = y(t), = w(t), 8 = 90(t), 它们 分 别 由 方程 (037.15) 和 
(o37.17) 给 出 . 结果 表明 相对 于 固定 坐标 系 , 陀螺 的 运动 不 是 周期 性 的 . 


837.2 内容 补充 


公式 (037.17), (037.18) 和 (037.20)® 
将 式 (o37.10) 代入 式 (o37.16) 并 利用 关系 cn ?7 = 1 一 sn?7, 有 


dp _ ng (13 — IT2)cn?7 十 (73 一 五 )sn27 M (13— 12)+ (12 — TI)sn?7 





dt A 五 (有 一 有 )cn27r 十 有 (Ta 一 五 )sn27 Ti(13— 12)+ 13(12 — Ti)sn27r 
L213 -1), 27 
St De 
五 已 五 / 14 Bh) 
Ti1(1s3— J) 


© E. T. Whittaker, A treatise on the analytical dynamics of particles and rigid bodies, 2nd 
ed., Cambridge University Press, 1917, ppl44-152. 
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由 式 (o37.15) 的 第 二 式 可 知 上 式 中 第 二 项 的 最 后 一 个 因子 就 是 cos? vw, 即 





12(13—) 。 
-一 一 Sn “7 
cos2 苏三 nds— hk) s 
B12 — 1) = a 
(13— 12) 
由 此 ， 
dp M 1 1 2 
二 M ( 主 并 em Vy. 


利用 定义 (o37.9), 即 


2 (12 — 1)(2E1 — M?) 
~ (13 — LT2)(M?— 2EN)’ 


i, [BB(M?—2En) 
sn (2aik) 一 1 T(E — M2)’ 


以 及 式 (037.19), 即 


则 有 
k2sn?(2aiK) = -2 
再 由 关系 dn ?wu = 1 一 k2sn?w 可 得 
dn*(2aiK) = 由 
由 关系 (37.3) 和 (37.4), 式 (37.1) 可 以 改写 为 
ey dn ?(i2aK )sn ?7 


1— k2sn?2(i2aK )sn27 


(37.1) 


(37.2) 


(037.9) 


(037.19) 


(37.3) 


(37.4) 


(37.5) 


上 式 当 7 等于零 时 而 为 零 , 因为 sn0= 0. 此 外 , 当 分 母 为 零 时 有 极点 , 即 


1 
一 十 二 -一 一 一 -一 二 一 
ksn (i2a Kk) 


SDT 了 


一 士 sn (i2aK + iK'"), 


其 中 K' 是 将 式 (o37.11) 中 的 大 换 为 余 模 数 k= V1 二 及 而 得 到 的 椭圆 积 
分 . 于 是 , 在 复 平面 上 由 0,2K,2iK’ 和 2K +2iK' 四 点 构成 的 所 谓 基 本 周期 


平行 四 边 形 中 , cos?w 有 极点 为 


m=i2aK +iK’, 7 = —i2aK +iK.. 


将 第 一 个 极点 附近 的 点 记 为 


T= i2aK +iK’'+é, 
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其 中 = 是 小 量 , 将 其 代入 cosw 的 表示 式 (37.5) 中 并 仅 保 留 到 = 的 最 低 窜 次 


项 , 有 
dn?(i2aK )sn?(i2aK +iK'’+e) 


2 on omjsn Wan TK TE) 
ee 1 一 K2sSn2(i2aK)sn2(i2aK +ikK’+€e) 
dn2(i2aK) 
_ hk2sn?2(i2ak 十 =) dn (i2aK) 





n*(i2ak) ~ 2ek2sn (i2aK )cn (i2aK): 
sn2(i2aK 十 =) 


于 是 cos2w 作为 + 的 函数 在 该 极点 的 留 数 (residue) 为 


dn (i2ak ) 有 1 于 号 
2k2sn (i2aK)cn (2aK) 2iM(12 — 1)V Ei JE = 38h) 
相应 地 , 式 (37.2) 右边 第 二 项 的 留 数 为 


二 7 (13 — 12)(M? 一 2B5) = -云气 = 2 

其 中 利用 了 式 (o37.12). 对 另 一 个 极点 作 类 似 的 处 理 , 相关 的 留 数 与 上 面 的 
结果 差 一 个 符号 . 

椭圆 孙 数 是 双 周 期 复 变 函 数 , 且 它 在 有 限 复 平 面 中 的 奇 点 仅 包 含 极 
点 . 双 周 期 函数 完全 由 其 在 复 平面 上 基本 周期 平行 四 边 形 内 的 取 值 所 确 
定 . 此 外 , 可 以 证 明 椭 圆 函 数 在 相差 一 个 可 加 常数 时 完全 由 其 在 周期 平行 
四 边 形 内 的 奇 点 所 确定 . 对 于 椭圆 函数 f(7), 设 其 周期 分 别 为 也 和 TT, 即 
f(T 十 To) = f(7 十 TT) = f(7), 如 果 其 在 基本 周期 平行 四 边 形 内 有 了 个 一 阶 
极点 , 它们 位 于 r20)0 = 1,… ,n), 且 留 数 分 别 为 7), 则 有 @ 











ER 上 
71- “+ 号 n 让 me (去 -区 )) (37.0) 
其 中 a 为 常数 , gil 是 所 谓 的 9 函数 , 它 定义 为 
B11(v) = 2g./4 sin(xw) II( (1 — g*” [1 ~ 2 cos(2xv)g®” 十 0 和 |] ， (37.7) 


Q@ 所 得 留 数 与 前 引 Whittaker 著作 中 讨论 的 有 < I。 < 也 情况 下 的 结果 相差 一 
个 符号 , 由 此 下 文 所 有 表示 式 中 含 9 水 数 的 项 前 均 差 一 个 符号 .《 力 学 》 中 的 结果 与 
Whittaker 著作 中 一 致 , 似 有 错误 . 

©® E. T. Whittaker, G. N. Watson，A course of modern analysis, 4th ed., Cambridge Uni- 
versity Press, 1927; 北京 : 世界 图 书 出 版 公司 , 2008, 821.5. 下 文 与 椭圆 函数 有 关 的 性 质 均 
参考 该 著作 ， 
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其 中 dg = exp(-xK'/K) 是 参数 . 

因为 椭圆 函数 的 有 理 函 数 仍 是 椭圆 函数 , 故 式 (37.2) 右边 的 第 二 项 是 
椭圆 函数 , 由 此 式 (37.6) 对 该 项 是 适用 的 . 注意 到 出 现在 式 (37.2) 中 的 是 
sn27, 则 其 第 二 项 的 两 个 周期 是 2K 和 2iK', 即 有 T= 2K,7/ = 2iK'. 注意 ， 
函数 sn7 的 周期 分 别 是 4K 和 2iK'. 前 面 已 经 知道 式 (37.2) 右边 第 二 项 的 
极点 以 及 相应 的 留 数 , 则 据 式 (37.6), 该 项 可 以 写 为 


i2K [4d 1 ya d 1 ; 
i 人 售 (去 人 —i2akK —iK )) -Irmo (过 c+azak 3 ik"))) 


=-o+ 芝 人 售 ln Bo1 (二 =- ia) -ln (去 +io)) 


i 2 和 


(人 








其 中 
Wo1(Z -II 代 一 ge [1 一 2g2"-1 cos(2mz) 十 al 5 (37.8) 
并 且 利用 了 关系 | 
Vo1(v) = 一 ie (s+ 六 ) (37.9) 
再 注意 到 7/(2K) = 2t/T, 则 式 (37.2) 可 以 改写 为 
2t 2t 
zf | 二 一 ia 01 | 去 十 ia 
dp ”AM i 5 (了 ) 5 (¥ ) 
a 三 互 起 大 十 亏 a 二 a AN (37.10) 
Wo1 (¥ 一 i) Vo1 (¥ 十 io) 
现在 确定 上 式 中 的 常数 a. 由 式 (037.10) 和 (037.16), 在 t=0 时 有 
dp _M 
一 . 37.11 
dt sl0 下 人 ) 
而 由 式 (37.10) 可 得 
dp _M 2i V0 (ia) 
| H+- Tao) (37.12) 





其 中 利用 了 性 质 301(-v) = 9301(v)， 9361(-v) = 一 961(v)， 比 较 (37.11) 和 
(37.12) 两 式 , 可 得 
> 2i Wo1 (ia) 
本 T Poi(ia) 





(37.13) 
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将 a 代入 式 (37.10), 则 有 


Wh (¥ io) 1 (¥ 本 站 
; 9/ 1/; ; 01 本 01 
dp M 200i(ia) i TT 学 (37.14) 


dt I Ton( 未 了 2t 
1 01 (ia) Vo1 (¥ = ia 101 (¥ 十 ij 


对 上 式 积 分 , 有 








做- ja {i 
二 
PT “TO 3 mn : 

01 T 


7 
3 
ee 

二 

& 

租 | 学 
十 
s: 

Se 


其 中 7T' 为 
1 大 了 本 本 
Ti = 57E + x7 人 
2. 刚体 运动 的 几何 描述 与 几何 特性 
关于 陀螺 的 自由 转动 , 除了 本 节 介 绍 的 解析 处 理 方法 外 , 还 可 以 通过 
所 谓 的 Poinsot® 方法 给 出 非常 直观 的 运动 图 像 @. 
另外 有 一 个 有 趣 的 问题 @. 对 自由 转动 的 刚体 , 其 相对 于 刚体 质心 的 
角 动 量 M 是 一 个 守恒 量 , 它 在 固定 坐标 系 中 的 方向 和 大 小 是 固定 不 变 的 . 
但 是 从 动 坐标 系 来 看 , 刚体 的 角 动 量 的 大 小 不 变 而 方向 是 变化 的 . 这 种 变 
化 是 周期 性 的 , 周期 为 T, 它 由 方程 (037.12) 给 出 . 现在 的 问题 是 ,在 周期 了 
时 间 内 , 从 固定 坐标 系 来 看 , 刚体 围绕 角 动 量 矢 量 转动 的 角度 人 9 是 多 大 ? 
这 个 问题 的 答案 为 








一 o0， (37.17) 


其 中 Ei 是 刚体 的 动能 @, oo 为 从 动 坐标 系 来 看 角 动 量 矢量 扫 出 的 立体 
角 . 这 里 重要 的 一 点 是 , 人 9 分 为 两 部 分 , 其 中 第 一 部 分 是 与 动力 学 有 关 
的 , 而 第 二 部 分 纯粹 是 几何 性 的 , 与 动力 学 无 关 , 因此 分 别称 为 动力 学 位 相 
(dynamical phase) 和 几何 位 相 (geometric phase), 后 者 也 常 称 为 Hannay 角 . 
对 于 这 方面 的 内 容 , 在 后 面 第 七 章 852 将 进行 一 些 补充 讨论 . 

”。” @L. Poinsot, 1777 一 1859, 法 国 数学 家 和 力学 家 . 


@ 例如 , 可 参考 前 引 H. Goldstein 等 的 著作 . 
©® R. Montgomery. How much does the rigid body rotate? A Berry's phase from the 18th 


century. Am. J. Phys. 59(1991)394-398. 
四 这 里 为 与 周期 了 相 区 分 , 动能 用 了 与 正文 中 其 它 地 方 不 相同 的 符号 . 


| 


几 
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i 


、 


837.3 ”习题 解答 


习题 1 试 求 陀螺 绕 惯 量 主轴 z3 (或 21) 附近 轴 的 自由 转动 . 

解 : 这 个 问题 可 以 视 为 求 对 绕 惯量 主轴 zs (或 z1) 的 转动 进行 扰动 引 
起 的 相应 运动 , 由 此 也 可 以 判断 原来 运动 的 稳定 性 . 求解 的 方法 是 微 扰 法 ， 
求解 过 程 中 假设 < 了 <. 

设 za 轴 靠 近 M 的 方向 , 那么 分 量 Mi 和 Mo 是 小 量 . 在 精确 到 一 阶 小 
量 的 情况 下 , 有 Ms s M. 在 相同 的 精度 下 , 欧 拉 方 程 (036.5) 的 前 两 个 方程 
可 改写 为 
其 中 fo = M/13. 我 们 来 求 M1, Ma 的 正比 于 eic 的 解 , 即 考虑 围绕 惯量 主 
轴 za (或 2) 的 微 振 动 , 设 


Mi= Aie™t, M2= Aze'!, (中 





代入 前 面 的 两 式 可 得 
iw .41 到 @ -= ) (20.A2 se 0， 
12 
(0) 
(¥ = !) f2041 < io42> =/0; 
1 


要 求 有 不 全 为 零 的 4; 和 hz, 则 上 述 方程 (c) 的 系数 行列 式 应 该 等 于 零 ， 即 


. I: 
iw -(1- 有 2)% a 六 
, 2 -w+ (1- 有 2) (2-1) =0, 
: 1 


在 前 述 条 件 下 , 它 是 实 的 . 将 式 (1) 代 回 式 (c) 可 得 


i72w i ( ) (2 ) 
i | py | | 
(B= Ei 人 人马 / 下 


不 失 一 般 性 , 可 设 4 是 实数 , 再 令 4i = Mat/ 于 -1 并 取 式 ( 中 的 实 部 
2 
作为 Mi 和 Mo 的 解 , 则 有 


/I /I 
Mi=Ma lcoswt, M>= Ma 7 — Leinwt, (2) 
2 1 


42 = 
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其 中 a 是 任意 的 小 常数 , 这 是 因为 Mi 和 Mo 均 是 小 量 . 上 式 表明 , 在 垂直 
于 zs 轴 的 平面 上 , 矢量 1M 的 端点 以 频率 w 相对 于 陀螺 的 运动 描 出 半 长 轴 
和 半 短 轴 分 别 为 MaV13/H 一 1 和 MaV1s/12 一 1 的 小 椭圆. 这 些 结果 表明 ， 
围绕 zs 轴 的 自由 转动 是 稳定 的 . 

也 可 以 这 样 求 Mai, M2. 对 式 (a) 中 的 第 一 式 求 时 间 的 导数 , 则 有 


d2Mi 13\ , dM2 
ja = @ a ) mW 一. 








再 将 式 (a) 中 的 第 二 式 代入 上 式 , 有 


即 





其 中 的 ww 由 式 (1) 给 出 , 由 此 可 得 Mi = Aicoswt. 再 将 其 代 回 式 (a) 可 求 出 
AMa 的 表示 式 ， 

为 了 确定 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 , 我 们 来 求 其 欧 拉 角 的 表示 式 . 在 
现在 的 情况 下 , za 轴 和 2 和 轴 ( 沿 1M 的 方向 ) 之 间 的 夹 角 0 是 小 量 . 根据 公 
式 (o37.14), 有 


T1021 Mi 2 Ms 
tan 全 天 二 一 0 (1—cos0)=2 页 


注意 到 Ma = M, 则 有 @ 











2 (1 MB) 2M(M — Ms) 、 (M + M3)(M — Ms) 
MJ M2?2 和 M2 
M?— M3 Mi?+M? 
M? 本 M2? 
因而 有 2 2 
NT 二 AM 
92 J 2 (d) 
@ 也 可 以 这 样 计算 
M3 多 _ 2Ms M? + M2 
2(1 符 ) = 总 ov Ma) = -7 ( 1 十 三 - 


2Ma 1M?+ M2 _M?+ M3? 


M2 M3 AMz 
其 中 注意 到 Mi, Ma 远 小 于 Ms. 
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利用 式 (2), 可 得 


五 (7 一 五 ) 
1P(7a 一 五 ) 


02 一 a2 [各 一 1 cos2 ut 十 (¥ a !) sin? | l 
2 1 


为 了 计算 角 po, 我们 注意 到 ,根据 式 (035.1) 中 的 第 3 个 方程 , 当 0 很 小 时 , 有 


tanvy = cot wt, 


(3) 


Do ~ 3 TV. 


对 上 式 积分 可 得 
p= 0t—, 


这 里 略 去 了 任意 积分 常数 . 

如 果 直 接 观 察 陀螺 3 个 惯性 主轴 方向 的 变化 ( 设 沿 着 这 些 轴 的 单位 和 拓 
量 为 n,n2,T3), 可 以 获得 陀螺 运动 性 质 的 更 清晰 的 理解 . 根据 图 047 以 及 
第 835 节 脚 注 中 所 指出 的 矢量 ms 相对 于 X,Y, 2 轴 的 极 角 和 方位 角 分 别 等 
于 0 和 一 x/2, 可 得 矢量 ni,mn2,n3 在 XY2Z 坐标 系 的 分 量 形式 分 别 为 


n1= (cosycecosp— sinysinycosb,cosysing+t siny eoswceosb,sinwvy singd), 
n2=(—sinwycosp— coswysingcosb,— sinysiny + cosw eoswceosb,cosv sing), 


Wa = (sin cos (p=) ,Sin 0 sin (pw-3) ,cos0) = (sinb sin y, —sin § cos y, 
ni 在 XY 平面 内 的 分 量 (coswWcosp-sinw sinypcos0,coswsingp+siny coswcos0) 
可 以 视 为 分 量 为 (cosu, sinwcos9) 的 一 个 矢量 在 XY 平面 绕 Z 轴 逆 时 针 
转动 p 所 得 坐标 系 X'Y' 中 的 分 量 . 但 是 p= fl0t -V 故 和 失 量 ni 在 平面 
XY 内 以 频率 fg 匀速 转动 . 同样 , ma 在 XY 平面 内 的 分 量 (一 sinycosyp 一 
coswsinpcos0, 一 sinysinyg 十 cosWcosypcos0) 可 以 视 为 分 量 为 (sinw， 
coswcos9) 的 一 个 矢量 在 XY 平面 绕 Z 轴 送 时针 转动 p 所 得 坐标 系 XX'Y? 
中 的 分 量 , 因此 矢量 no 在 平面 XY 内 也 以 频率 f20 匀速 转动 . ml 和 no 在 
XY 平面 内 的 分 量 大 小 分 别 为 


Vnix 十 may = {(cosw cosyp — sinysinpceos0)?+ 


(cosyw sing + siny cosycos0)2}/? 


= cosy(l+tan? wcos? 0)1/2, 
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/nax 十 mn2y = {(—sinweosyp 一 cosusinwecosb)2? 十 


(—sinysing 十 cos 坊 coswcosg)2}172 
= cosw(tan? w+ cos2 0)172. 


这 些 大 小 与 p 无 关 , 也 间接 表明 它们 在 XY 平面 内 是 转动 的 , 旋转 角 由 
确定 . 另外 ,在 0 是 小 量 时 , Vnix 二 ny 守 1, Vn2x+niy 污 1. 

ni 和 nz 还 有 横向 振动 , 这 些 横向 振动 由 这 两 个 单位 矢量 的 Z 方向 分 
量 确定 . 由 式 (4) 并 利用 式 (2) 和 式 (d), 对 这 些 分 量 有 


四 aa 
niz 一 sinwsinb0 一 久 1 coswt, 
外 于 VE VR -a 
1 M. a 2 
127 = cosyY sinb OT 一 一 一 0 = = bb- lob 
V1l+tan:v VI + Ma Vi i 


对 于 矢量 na, 在 保留 到 9 的 一 阶 近 似 下 ( 即 与 前 面 有 相同 的 精度 ), 则 
有 


nax = sing cos (yp — 7/2) ~ 0siny, 
nay = sinbsin(y% — 7/2) ST —0 coswy, 


na3z = cos0 TT1. 
再 利用 公式 (037.13), 有 


na3x = 0sin(f20t — ww) = 0sin ft cosy — 0 cos fotsiny 


M. M. 
一 sin f20t 一 cos f20t 


/I /I 
= — 1sin ftsinwt—a 二 一 1cos f20t coswt, 
1 2 


Nn3x = 一 5 Ei+ 虹 - cos[(f20 十 ww) 相 十 
= -1 cos [(f20 — w)]. 


即 





| 


山 
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~ 


、 


类 似 地 ， 
723Y 一 一 0cos(f0t 一 幼 ) 三 一 0cos otcoswy — 0sin Wotsiny 


M: M 
二 一 证 cos f20t 一 本 sin f20t 


/I /区 
/3 一 1cos fotsinwt—a = 1 sin {20t cos wt, 
Ti 12 
a 73 73 
a WY | | 2 
3 | + [te 十 由 如 十 


[0 Ts 73 a 
2 | a 1 天 sin[(f20 — w)t]. 


| 
| 
SQ 








由 此 可 知 , 矢量 ma 的 运动 是 以 频率 (fo 士 w) 绕 2 轴 的 两 个 转动 的 合 加 . 
对 于 zl 附近 轴 的 自由 转动 可 以 完全 相同 的 方式 进行 讨论 , 结果 也 与 
上 面 的 类 似 . 
习题 2 ( 略 ) 


838 刚体 的 接触 
838.1 ”内容 提要 
刚体 的 静 平 衡 条 件 是 
F=》 f=0, K= ,ns (038.1) 


其 中 求 和 是 对 作用 在 刚体 上 的 所 有 外 力 , 而 ” 为 力 的 作用 点 的 径 矢 , 定义 
力矩 的 点 可 以 任意 选择 . 

接触 的 刚体 有 两 种 可 能 的 相对 运动 : 滑动 和 滚动 有 相对 运动 时 通常 
需要 考虑 反作用 力 S 和 摩擦 力 . 纯 滚动 是 刚体 接触 点 没有 相对 运动 的 一 类 
特殊 的 滚动 . 

刚体 的 接触 使 系统 的 自由 度 比 自由 运动 时 有 所 减少 , 此 时 往往 存在 一 
类 与 速度 有 关 的 非 完 整 约束 . 线性 非 完 整 约束 的 形式 为 


>》 cui = 0， (o38.2) 


其 中 cu 只 是 坐标 的 函数 , 下 标 a 是 约束 方程 的 编号 . 方程 (o38.2) 可 积 的 
情况 归结 于 完整 约束 . 
@ 在 文献 中 也 常 称 为 约束 反 力 ,简称 约束 力 . 
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存在 形式 为 (o38.2) 约束 时 系统 的 动力 学 方程 可 以 用 拉 格 朗 日 未 定 乘 
子 法 求 出 ， 
daL OL g 
Br 2 2 Maco (038.5) 
其 中 和。 为 未 定 乘 子 . 运动 情况 的 完全 确定 是 要 联 立 求解 方程 (038.2) 和 
(038.5). 
如 果 需 明确 求 反作用 力 , 采用 所 谓 的 达 朗 贝尔 原理 , 对 每 个 刚体 写 出 
动力 学 方程 
= = Dr x fo (038.6) 
其 中 了 中 包括 了 反作用 力 . 


838.2 内容 补 充 


1. 非 完整 约束 与 可 积 条 件 
线性 非 完整 约束 方程 一 般 可 以 表示 为 下 列 形式 


D Goidgs + a0dt = 0, (38.1) 


2 


其 中 cu = cai(d 为 ，cao = cao(q;t). 这 里 线性 是 指 约束 方程 对 上 或 ddi 的 依 

所 谓 方 程 (38.1) 可 积 , 是 指 它们 可 以 分 别 变 为 某 些 函数 全 微分 的 形式 ， 
再 经 过 积分 得 到 仅 是 坐标 之 间 关 系 的 方程 . 方程 (38.1) 的 可 积 性 可 以 分 两 
种 情况 : (i) 式 (38.1) 左边 是 全 微分 的 充 要 条 件 为 


Ocai - Ocaj cui acao0 








Og; Ogi 有 一 oOdi ba 
对 于 形 为 
A(z,y,z)dr + B(T,Yy,z)dy + C(z,y,2)dz = 0 (38.3) 
的 特殊 情况 , 可 积 条 件 (38.2) 变 为 
04 0B 04 OC 0B 6C 
二 = 大 (38.4) 


By Or Oz pb pz NW. 
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(i) 式 (38.1) 左边 乘 一 个 积分 因子 后 是 全 微分 的 充 要 条 件 为 























一 Cai 一 Caj 一 Ca0 
0 
48=| 页 家 
Cai Caj Ca0 
本 acaj bcao Ocao bcai Ocai; Ocaj\ 
= ee +e (Ne Bt 十 Ca0 Bu Ge =0, 【38.5) 
一 Cai 一 Ca Cak 
0 0 
A 
Cai Co Coak 




















a Oca; 和 Ocak a Ocak Ocoi Ocoi Ocaj\ _ 
了 Bq Og; ) i ( Oq; Ogk ) 0 ( Og; | 全 
其 中 重复 指标 不 求 和 . 此 时 式 (38.2) 仅 是 约束 条 件 (38.1) 可 积 的 充分 条 件 . 
对 于 形 为 式 (38.3) 的 特殊 情况 , 可 积 条 件 (38.5) 变 为 


0B DC ao0 04 0A DB 
下 面 仅 对 式 (38.6) 进行 推导 证 明 , 多 变量 的 情况 类 似 . 设 存在 积分 因子 
f(z,y,z) 和 函数 g(z,y,z), 使 得 
f(x,Yy,2)C (zr, y, 2) dz = 0, 
则 有 


人 _ 2 _ 29 _ 9 
f(z,y,2)A(z,y, z) = Be f(z,Yy,2)B(r,Yy,z) = By f(5, 3)C (sy 2) = Bz 


但 是 只 要 9 是 二 阶 连续 可 微 的 , 它 的 二 阶 偏 导数 可 以 交换 次 序 , 即 有 


O02g 02g 02g 02g O02g O22g 
OrOy OyOx’ OyOz OzOy’” OrOz OzOx 








于 是 ,有 
eh 遍 0Ui 


0 @ 
元 (4 = 元 CO)， 


0 0 
元 (1B)= We) 
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即 
af 4 _ fp 1 (38 _ 04 
艺 4- 江 2= 7/ (各 号 
9f af /8C _ 84 
4- 人 C=f (各 这 )， 
afs_ fp (0890 
-RB -1! (入 让 


将 上 式 中 第 三 式 乘 以 4 与 第 二 式 乘 以 B 相 加 , 再 减 去 第 一 式 与 C 的 乘积 
即 可 以 得 到 式 (38.6). 

可 积 的 非 完 整 约束 通常 归 为 完整 约束 之 列 , 而 谈 到 非 完整 约束 一 般 是 
指 不 可 积 的 约束 . 

例 证 明 下 列 形式 的 约束 是 可 积 的， 


yz(y+ 2)dzr+ zr(z+ zr)dy+ ry(rz+ ydz=0. 


证 : 对 于 所 给 约束 方程 ,有 


A=yz(y+z), B= zr(z+7), C= 27y(7r+Y), 
则 有 

0 十 2) 十 yz SR (7 十 z) 十 

Oy | y YZ, Bz YY YZ, 
a 2 ) 十 多 
Br = 27, Bz = T(z+7 Z, 
上 (Z 十 9) 十 Z ek 十 允 
Bo YY y 2 Oy 一 y y: 


显然 不 满足 条 件 (38.4), 但 是 满足 条 件 (38.6), 即 约束 条 件 在 乘 以 积分 因子 
后 可 以 变 为 某 个 函数 的 全 微分 , 因此 约束 是 可 积 的 . 


可 以 验证 积分 因子 为 二 事实 上 , 因为 
(ZY 二 2z) 


yz(Yy + z)drt+zr(z+ 7)dy + ry(r +Yy)dz = zd(yz) + yd(rz) + z2d(zy) 
一 (Z 十 Y 十 z)d(zyz) — zyzd(z +Yy +z), 


1 


则 乘 上 因子 (iy Tz 


后 , 就 有 


Gr ty + oey) -eyzde +yt+o) =—d (Fs) 


为 全 微分 . 
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2. 关于 自由 度 的 补充 说 明 

在 《力学 》81 中 就 定义 了 自由 度 的 概念 , 它 是 唯一 确定 系统 位 置 (或 
位 形 ) 所 需 的 独立 变量 的 数目 . 在 存在 非 完 整 约 束 时 , 本 节 的 讨论 表明 描 
述 系 统 的 位 形 需要 使 用 的 坐标 数 (或 变量 数 ) 多 于 系统 的 自由 度 . 非 完 整 约 
束 并 不 直接 在 坐标 之 间 施 加 限制 条 件 , 即 不 会 减少 独立 的 坐标 数 , 然而 它 
使 坐标 的 变化 (或 者 速度 ) 不 是 相互 独立 的 , 约束 方程 (038.2) 明显 地 反映 
这 一 点 . 从 这 种 意义 上 来 说 , 前 后 关于 自由 度 的 内 涵 似 乎 有 所 区 别 , 需要 再 
进一步 作出 说 明 . 

考虑 到 这 样 的 事实 , 即使 是 完整 约束 , 也 对 坐标 的 变化 之 间 附 加 限制 
条 件 (参见 下 文 (38.8)). 也 就 是 说 , 不 论 约束 是 完整 的 还 是 非 完整 的 , 每 一 
个 约束 条 件 均 使 得 独立 的 坐标 变化 的 个 数 减少 一 个 . 鉴于 不 同类 型 约束 之 
间 的 区 别 , 有 两 种 关于 自由 度 的 定义 :有限 运动 中 的 自由 度 和 无 限 小 运动 
中 的 自由 度 .《 力 学 》81 中 定义 的 自由 度 常 称 为 有 限 运 动 中 的 自由 度 , 而 将 
独立 的 坐标 变化 的 个 数 称 为 无 限 小 运动 中 的 自由 度 . 纵 观 《 力 学 》 中 §1 和 
本 节 的 讨论 , 实际 采用 的 是 后 一 种 定义 . 在 仅 有 完整 约束 时 , 两 种 定义 的 结 
果 是 相等 的 ; 在 有 非 完 整 约束 时 , 前 者 大 于 后 者 . 因为 我 们 通常 是 从 无 限 小 
的 变化 中 寻求 系统 的 动力 学 方程 , 因此 谈 到 自由 度 一 般 是 指 无 限 小 运动 中 
的 自由 度 . 

3. 拉 格 朗 日 方程 (038.5), 完整 约束 与 反作用 力 

方程 (o38.5) 是 针对 线性 非 完整 约束 导出 的 , 但 是 实际 上 也 适用 于 完 
整 约束 的 情况 . 因为 完整 约束 方程 具有 形式 





falqi,t) = 0, (38.7) 
则 对 sa 相应 有 限制 条 件 
>» 隐 5di = 0， (38.8) 


即 完整 约束 也 限制 坐标 的 变化 . 要 强调 的 是 , 在 现在 的 情况 下 , 各 g; 不 是 
相互 独立 的 , 否则 所 谓 的 约束 方程 (38.7) 将 是 恒等式 . 也 就 是 说 , 现在 选取 
的 广义 坐标 gi 的 个 数 多 于 系统 的 实际 自由 度 . 这 样 , 将 守 视 为 式 (038.2) 
中 的 coi, 则 式 (38.8) 就 与 式 (038.2) 形式 完全 相同 . 按照 同样 的 思路 就 可 以 
导出 拉 格 朗 日 方程 (038.5). 

应 该 说 明 的 是 , 方程 (038.5) 中 的 拉 格 朗 日 未 定 乘 子 和。 是 与 反作用 力 
(或 称 约束 力 ) 相 联系 的 ， ) 二 Xacai 是 与 坐标 g; 相应 的 第 a 个 约束 的 
反作用 力 . 具体 实例 参见 下 文 习题 6. 
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838.3 ”习题 解答 


习题 1 ( 略 ) 
习题 2 重 为 己 长 为 1 的 均 质 杆 BD 靠 在 墙 上 , 如 图 052 所 示 , 其 下 端 
B 用 绳 AB 固定 . 试 求 支撑 点 的 反作用 力 和 绳 的 张力 . 
解 : 以 水 平方 向 为 x 轴 , 竖 直 方向 为 y 轴 . 杆 受 到 竖 直 向 下 方向 的 重力 
P, 竖 直 向 上 的 反作用 力 RB, 垂直 于 杆 方向 的 反作用 力 Rc 以 及 绳 的 张力 
了 等 四 个 力 的 作用 . 张力 了 的 方向 是 从 BB 指向 4. 将 力 平衡 条 件 小 =0 
写成 分 量 形式 , 得 
DF:= Rocosa—T=0, (1) 


>》 及 =Rcsina+Rp 一 已 =0， (2) 


其 中 a= 人 LACB. BC 长 为 h/cosa. 
再 考虑 力矩 平衡 条 件 . 因为 计算 力矩 的 参考 点 可 以 任意 选取 , 如 以 万 
点 为 参考 点 , 则 有 








h 总 = lsina -0. 
COS CQ 2 
即 
Plsinacosa Plsin 2a 
Wa ; (3) 





2h 4h 
由 式 (1), (2) 和 (3) 可 解 得 


sin 2Q sin a 


=P— ina= P—P 
RB = P— Resina l Ah 


l 
等: 忆 (4 一 到 sm?acosaj 


Pl 
T= Rocosa = ah sin Q Cos? a. 


习题 3 重 为 书 的 杆 4 刀 以 两 个 端点 分 别 靠 在 水 平面 和 竖 直 面 上 , 并 
用 两 条 水 平 绳 AD 和 BC 拉 着 固定 在 适当 的 位 置 上 , 绳 BC 与 杆 AB 位 于 
同一 个 竖 直 面 内 (图 053). 试 求 支 撑 点 的 反作用 力 和 绳 的 张力 . 

解 : 杆 受 到 重力 P, 绳 的 张力 Ta, Tp 以 及 反作用 力 Ra, Rp 等 力 的 作 
用 , 其 中 T4, TB 的 方向 分 别 从 4 指向 DD 和 从 B 指 向 C0, 而 Ra, Rs 分 别 垂 
直 相 应 的 平面 . 以 竖 直 向 上 为 z 轴 方 向 , 以 平行 于 两 平面 交 线 指向 左 的 方 
向 为 工 轴 方 向 ,yy 轴 方 向 沿 重 直 于 竖 直 面 的 方向 , 则 力 平衡 条 件 沿 各 坐标 
轴 的 分 量 形 式 为 

Rp—P=0, 
Ta — TB cospB = 0, (1) 
Ra— Tssinf = 0. 
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再 利用 力矩 平衡 条 件 . 以 A 为 参考 点 , 作用 杆 上 的 已 RaA,Rp,T4,TB 等 
各 力 对 4 点 的 力矩 之 矢量 和 为 零 , 即 


rpX PraAxTaAtra XTsp+rAX RA+rs x Rs=0. 


在 以 4 为 原点 的 上 述 坐 标 系 下 ,各 矢量 的 分 量 式 分 别 为 


l , a 
Tp 一 去 (一 cosacos 十 cosasin DT — sinak), 


7 已 一 /人 (一 cosGcos1 十 cosasin DT — sinak), 
PA 二 0， 有 —Pk, 


Tp = Tp(cos Bi — sinBI), Rs = Rask, 


将 它们 代入 前 面 的 式 子 , 可 得 


| -Ps cosa + Ralcosa — Talsina = 0. (2) 
将 (1) 中 的 第 一 式 代 入 上 式 , 可 得 
Ts = 5 cota. (3) 


将 式 (3) 再 代入 (1) 的 后 两 式 , 可 得 
P 
Ta = e088 = Fotocosp, 


Pp 
Ra= Tssng= py cot asin B. 


如 果 以 BB 为 原点 , 则 作用 于 杆 上 的 PRa, Rp,Ta,TB 等 各 力 对 BB 点 的 
力 给 之 矢量 和 为 零 , 即 


Tp xX Pi+rAXTA+TrSB xTsg+rax RaA+i+rs x Rp=0. 


在 以 BB 为 坐标 原点 的 坐标 系 下 , 各 量 的 分 量 式 分 别 为 


~ 


Tp = 3 (eos Qcos Bi 一 cosasin DGIT + sinak), 
(cosacos Bi 一 cos a sin DT + sinak), 


P=—Pk, 


Ta = 
TB 一 0， 
了 4 三 一 7T47， Ra = RAy, 
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则 有 
Ps sinBcosa— Ralsina = 0, 
一 P3 cosacosB++ Talsina = 0， 
— TasinB+ RacosB=0. 

由 上 式 中 前 两 式 直接 可 得 


4 = 5 cotasinl， 了 反 本 cotaeos 有 


这 与 前 面 所 得 结果 相同 . 
习题 4 两 根 长 为 1 重量 可 以 忽略 的 杆 上 面 以 贸 链 相 连 , 下 面 用 绳 连接 
(图 o54). 杆 立 于 一 平面 上 , 在 一 根 杆 的 中 点 作用 一 个 力 F. 试 求 反作用 力 . 
解 : 4C 杆 受 到 力 Ra,T, 了 Rc 的 作用 , 而 BC 杆 受 到 力 Rp,T, 一 Rc 的 
作用 . 根据 力矩 平衡 条 件 , 作用 在 BC 杆 上 的 力 Rp, 了 T, 一 Re 的 力矩 之 和 等 
于 零 . 如 果 以 点 为 参考 点 ,显然 可 以 看 出 矢量 Rc 的 方向 必定 沿 着 BC. 
对 杆 4C, 将 力 平衡 条 件 写 为 沿 水 平方 向 和 竖 直 方向 的 分 量 形式 , 有 


T' — Recosa = 0, 


, (1) 
Ra—F+iRosina=0. 


根据 力矩 平衡 条 件 , 以 4 为 支点 , 作用 在 AC 上 各 力 的 力矩 之 和 为 零 , 有 
5 cosa — Rolsin (x — 2a) = 0. (2) 
以 C 为 参考 点 , 作用 在 BC 上 各 力 的 力矩 之 和 等 于 零 ， 
Tlsina — Relcosa = 0. (3) 
有 Ra, Rs, Re 和 了 四 个 未 知 量 , 而 上 述 式 (1), (2) 和 (3) 共计 也 有 4 个 
方程 , 因而 可 以 求 出 这 些 未 知 量 . 由 式 (2) 可 解 得 


COS Ge F 
TE ,es 
CT 2sin(r -20) dsina 


上 式 代入 式 (1), 有 


Fecosa 人 i 
= — cot oa, 
4sina 4 


3 
RAa=F— Rosina= 1 





T= Ro ees = 
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由 式 (3) 可 得 


F 
Rs 1 tamt 区 : 


另 解 : 将 两 杆 以 及 细 绳 作为 系统 , 则 仅 有 的 外 力 为 Ba; 已 RB. 系统 平 
衡 时 , 力 平衡 条 件 为 
Ra+Rs—rt=0. 


如 以 A 点 为 参考 点 , 则 力矩 平衡 条 件 为 


Re2lcosa— FS cosa 会 0. 


上 式 立 即 给 出 结果 Rp 二 2 再 代入 前 一 表示 式 , 可 得 RR4 二 这 上 比 前 面 
的 求解 过 程 简单 了 . 但 是 这 种 方法 无 法 求 出 和 RR。, 因为 它们 属于 系统 的 
内 力 . 

习题 5 | 补充 | 在 水 平 的 zy 平面 上 作 纯 滚动 的 车 轮 . 描述 车 轮 运动 的 
坐标 可 以 取 轮 心 的 坐标 (z, 几 , 轮子 绕 轴 转 过 的 角度 少 以 及 轮轴 与 菜园 定 
轴 (例如 1 轴 ) 的 夹 角 wp. 设 车 轮 面 与 地 面 始终 保持 钻 直 , 如 图 6.7 所 示 . (i) 
写 出 约束 条 件 ; (ii) 求 车 轮 的 运动 情况 . 





图 6.7 车 轮 的 纯 滚 动 


解 : (i) 以 车 轮 中 心 为 参考 点 , 则 其 与 水 平面 的 接触 点 4A 的 速度 为 
vA=V+wxo0h, 


其 中 VV 为 车 轮 中 心 运动 的 速度 , w 为 转动 的 角速度 . 将 上 式 写 为 沿 车 轮 运 
动 方向 的 分 量 式 , 则 有 
vA=V— wa, 
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其 中 a 为 轮子 的 半径 . 当 车 轮作 纯 滚动 时 , 应 有 wa 二 0, 即 
TY = ou. (1) 
车 轮 中 心 速 度 的 方向 重 直 于 轮轴 , 其 沿 x,y 轴 的 分 量 为 


Vi=£=Vcosy, 
W =y=V siny. 


由 此 可 得 出 下 列 形式 的 约束 方程 


起 — aw cosw 兰 仿 


2 
y—aysiny=0, 2) 


dz — acos wpdy = 0, (20) 
dy 一 asinwdw = 0. 
该 约束 方程 是 不 能 积分 的 , 因此 是 非 完 整 约束 . 但 是 如 果 车 轮 沿 水 平 直线 


(例如 yy 轴 方向 ) 作 无 滑 滚动 ,此 时 有 二 于 是 上 述 约束 方程 变 为 
dz 三 0， dy 一 adw% = 0. 


分 别 积分 得 


它 退 化 为 完整 约束 . 
(i 因为 一 般 情 况 下 , 约束 是 非 完整 的 , 则 描述 车 轮 的 运动 需要 4 个 广 
义 坐 标 , 即 x,y, wp,W. 车 轮 的 动能 为 
1 2 对 1 
T= FE 六 才 十 她) 十 本 和 丰 五， 


其 中 为 车 轮 络 通 过 其 中 心 并 重 直 于 车 轮 面 的 轴 的 转动 惯量 , 13 = 3ma? 


而 则 是 绕 通过 车 轮 中 心 滞 坚 直方 向 的 轴 的 转动 惯量 , 有 1 = jma? (假定 
车 轮 可 视 为 薄 圆 盘 ). 在 车 轮 保持 竖 直 的 情况 下 , 其 重力 势能 没有 变化 , 可 
以 令 U 二 0. 于 是 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 I 1 
L=T= 3m(2? 十 如 ) 十 21 十 31 (3) 
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按照 方程 (038.5) 以 及 约束 方程 (2), 可 得 下 列 方程 


mj = 和 1， 


my 一 入 2， 
(4) 
73U = 一 CNl cos wp — aN sin y, 


$=0. 
现在 求解 方程 组 (4) 和 (2), 计 6 个 方程 , 共 6 个 未 知 量 z, WP, ,入 1, 和 2. 
由 式 (4) 中 第 四 式 积分 可 得 
P= wt po, (5) 
其 中 w, po 是 积分 常数 , 由 初始 条 件 确 定 . 将 式 (4) 中 的 第 一 式 和 第 二 式 代 
入 第 三 式 , 得 
有 = —ma(i cosp + Ysiny). (6) 
又 由 约束 方程 (2), 可 得 


jcosp+ysinp=ay, jsinp—ycosw=0. (7) 
将 上 式 中 第 一 式 对 时 间 求 导数 , 可 得 
Ecosyp +osinp— pLsing — Ycosy) = ay. 
再 利用 式 (7) 中 的 第 二 式 , 则 上 式 化 为 
cosp+Ysing = ay. (8) 


将 式 (8) 代入 式 (6), 可 得 
(73 十 ma?)y =0, 
即 
$=0. (9) 
方程 (9) 的 解 为 
yw = (t+ wo, (10) 
其 中 2, wo 为 积分 常数 . 
将 式 (5) 和 (10) 代入 式 (2), 有 
t= af cos(wt + po), 
y = af sin(wt + po0). 
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对 上 式 积 分 可 得 
an 
2 一 2Z0 十 一 Sin(wt 十 %0)， 
0 (11) 
y= Yo 7 os(wt + po), 
其 中 zo,wo 为 积分 常数 . 将 式 (11) 再 代入 式 (4) 的 前 两 式 , 可 得 
N=—maflwsin(wt+ po), 》a = 一 maf2w cos(wt 十 ypo). (12) 


习题 6 [补充 ] 质点 无 初速 地 从 光滑 的 静止 大 球 顶 端 滑 下 . 问 滑 到 何 
处 , 质点 就 会 脱离 球面 飞 出 ? 

解 : 取 质 点 为 系统 , 当 它 在 大 球 上 运动 时 , 它 受 到 完整 、 理 想 定 常 约 束 ， 
故 系统 只 有 一 个 自由 度 . 但 因 要 求 约 束 力 , 用 以 确定 质点 飞 离 大 球 的 位 置 ， 
则 可 取 br 为 广义 坐标 ,其 中 6 为 任 一 时 刻 质 点 所 在 位 置 和 大 球 的 连 心 线 
与 坚 直方 向 的 夹 角 ( 见 图 6.8), 而 此 时 7 满足 约束 方程 


f(r,0)=7r—R=0. (1) 
| 
| 
10 
A 
图 6.8 
系统 的 拉 格 度 日 函数 为 
L=T—V= sm(i? 十 r202) — mgr cosO. (2) 


将 工 代 入 拉 格 朗 日 方程 (038.5) 并 考虑 到 


则 得 动力 学 微分 方程 分 别 为 
mi — mrO? + mg cosb = 入 ， mS (20) — mgr sing = 0. (3) 
因 7= RR, 式 (3) 变 为 


入 一 —mRO? 十 mg Cos 0， Rb = gsing. (4) 
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又 因 5 = 655， 再 考虑 到 +t 二 0 时 9 二 0,0 二 0, 对 式 (4) 中 的 第 二 式 进行 积分 
可 得 六 
62 = Bd — cos0). 
将 上 式 代 入 式 (4) 中 的 第 一 式 可 求 出 
入 一 一 2729 + 3mgcosb. (5) 
此 即 球面 对 质点 的 约束 力 . 
质点 离开 球面 时 ,有 入 =0, 则 由 式 (5) 可 解 得 


2 
六 和 =. 
arccos = 


339” 非 惯性 参考 系 中 的 运动 
839.1 内 容 提要 


设 非 惯性 参考 系 K 相对 于 惯性 参考 系 Ko 以 速度 V(t) 平 动 且 以 角 速 
度 8 转动 . 如 果 质 点 相对 于 天 系 以 速度 wv 运动 , 其 位 和 撩 为 7, 则 从 相对 于 
Ko 系 的 拉 格 并 日 函数 (039.1) 出 发 , 在 略 去 对 时 间 全 导数 项 后 可 得 相对 于 
K 系 的 拉 格 朗 日 函数 为 

mov? m 
L= +mv (xr)+ (Rxr) -mW.r—U, (039.6) 
其 中 W = 守 是 参考 系 K 相对 于 Ko 的 平 动 加 速度 . 将 二 代入 拉 格 朗 日 
方程 可 得 质点 相对 于 K 系 的 动力 学 方程 为 
—-——mW+m (r x 9 +2m(v x 有) 十 网 [人 xmPx8)]，(o39.7) 
其 中 2m (wv x 8) 称 为 科 里 奥 利 力 , m [8 x (7 x 1)] 称 为 离心 力 . 

如 果 K 相对 于 Ko 没有 平 动 ( 即 V=0) 且 转 动 是 匀速 的 ( 即 8 = 0)， 
则 在 参考 系 K 中 质点 的 能 量 中 会 出 现 附加 的 离心 势能 -部 (P x7)*. 两 个 
参考 系 中 质点 的 动量 和 相对 于 坐标 原点 (K 和 Ko 的 共同 原点 ) 的 角 动 量 
均 分 别 相 等 , 但 能 量 之 间 的 关系 为 @ 

E=E-M.0n, (039.13) 


其 中 M 是 相对 于 坐标 原点 的 角 动 量 . 


@ 该 关系 在 研究 量子 系统 的 性 质 时 也 是 成 立 的 , 参见 L. D. 朗 道 , E. M. 栗 弗 席 兹 . 
统计 物理 1 (第 五 版 ), 526, 834. 东 仁 贵 , 束 芝 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2011. 
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8$39.2 内容 补充 


。 拉 格 朗 日 函数 与 能 量 积分 

拉 格 朗 日 函数 (o39.6) 中 因为 含有 W, 它 可 能 是 显 含 时 间 的 , 因此 通常 
没有 对 应 的 能 量 积分 (如 前 面 第 二 章 中 所 说 , 这 种 积分 一 般 也 称 为 广义 能 
量 积分 或 Jacobi 积分 ). 但 是 , 在 K 相对 于 Ko 没有 平 动 且 转动 是 匀速 的 情 
况 下 , 拉 格 朗 日 函数 为 


2 
L= tm (axr)+ T(x" —U (039.8) 


此 时 , 只 要 U 不 显 含 时 间 , 则 工 也 不 显 含 时 间 , 相应 地 将 有 能 量 积分 . 因 
为 工 中 包含 有 速度 的 一 次 方 项 和 零 次 方 项 , 即 T0) = mo: (2 xr7),7T(0 = 
可 (2 x r), 该 能 量 积分 不 表示 系统 的 机 械 能 守恒 ， 


mw? 
2 


E=T® -TO+U= 





=- xr)? +U. 


这 就 是 式 (039.11). 从 工 和 已 的 表示 式 均 可 以 看 出 , 可 将 -也 (8 x r)? 视 为 
势能 的 一 部 分 , 即 定义 有 效 势 能 


[eg = - (0 x mr)2 十 人 


类 似 于 有 心力 和 刚体 定点 运动 中 引入 有 效 势 能 可 以 方便 地 分 析 运 动 的 性 
质 , 对 于 许多 与 转动 有 关 的 问题 , 上 述 有 效 势能 同样 如 此 , 参见 本 节 的 习题 
4. 


839.3 “习题 解答 


习题 1 试 求 地 球 自 转 (转动 角速度 很 小 ) 引起 自由 落体 对 竖 直方 向 的 
偏 移 . 

解 : 将 地 球 转动 角速度 及 视 为 小 量 , 在 一 级 近似 下 可 以 在 公式 (039.9) 
中 忽略 包含 2 的 平方 的 离心 力 , 可 得 运动 方程 


VD=2v X49g. (1) 


可 用 逐 阶 近似 法 求解 这 个 方程 , 即 先 求 上 式 的 零 级 近似 解 . 此 时 , 忽略 上 式 
中 右边 第 一 项 , 在 下 面 将 这 样 的 解 记 为 v1; 然后 再 令 吕 = 二 v1 十 v2, 其 中 wo 
相应 于 一 级 修正 , 代入 (1) 可 求 出 一 级 近似 解 . 以 这 样 的 方式 递 推 下 去 可 
以 得 到 高 阶 和 解 . v1 满足 方程 


Dl 一 9， 
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D1 = gt vo, 
其 中 vo 是 初始 速度 . 再 令 吕 二 01 十 v2 代入 式 (1), 有 


D1 二 v2 = 2v01 XxX f+2v2 x fg. 
利用 V1 二 g, 上 式 可 变 为 
v2 = 2v1 xX (+2v2 x 12. 


如 前 所 说 , va 是 一 级 修正 , 则 v2 x 了 旭 是 二 级 小 量 ,与 作为 一 级 小 量 的 vx 
项 相 比 该 项 可 以 忽略 . 于 是 可 得 v2 的 方程 为 


v2 = 2v1 Xx 1 =2t(g x 1)+2v0 x 人 2， 
这 里 右边 的 矢量 均 是 常 矢 量 , 于 是 积分 可 得 
V2 = V20 +t2(g x 1)+2tvo x 1, 
其 中 vao 为 积分 常数 , 故 有 
v= vl 二 v2 二 gt+vo+t2(g x 2) +2t(vo x (2). 
再 积分 一 次 , 得 


1 1 
Tr 二 hh 十 wot 十 39t + 3t (gx (2) + (vo x 012), (2) 


其 中 凡是 质点 的 初始 位 置 矢 量 . 
取 z 轴 竖 直 向 上 ,zz 轴 沿 着 经 线 指向 北极 点 ,y 轴 沿 着 纬 线 指向 西 , 则 
有 


gz =g9y=0; gz=—g f= RcosA b=0, ;= 1sinA, 


其 中 入 是 纬度 , 这 里 为 明确 起 见 取 为 北纬 (如 果 为 南半球 , 坐标 轴 的 取 法 与 
上 面 的 相同 , 入 是 南 纬 度 , 则 f = 人 cos 和, 人 = 二 0, 2. = 二 一 人 sin 入 ). 在 式 (2) 
中 令 vo = 0, 且 设 hz = 几 即 初始 时 位 于 离 坐 标 原 点 正 上 方 高 度 凡 处 无 初 
速 地 释放 质点 , 即 自由 落体 . 在 前 述 坐 标 系 以 及 初始 条 件 下 , 式 (2) 的 分 量 
= Ey RY 2 
3 2 
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由 上 式 第 三 式 可 得 下 落 时间 为 上 ts V2h/g, 最 后 得 


y 中 的 负 号 表示 向 东 偏 移 . 
说 明 : 本 问题 实际 上 是 可 以 解析 求解 的 . 在 上 面 所 选 坐标 系 下 , 方程 
(1) 的 分 量 形 式 为 
t= 2f2ysinA, 
也 三 212(zcos 入 一 Sin 入 )， (3) 
ZZ = —g— 21ycosA. 
将 上 式 中 的 第 一 式 乘 以 sin 和 ,第 三 式 乘 以 cos 入 并 相 减 可 得 
tsinA— ZcosM= gcosM+ 202y. (4) 
令 
€=jsinA—zcosA, n=Yy, (5)} 
则 式 (4) 以 及 式 (3) 的 第 二 式 可 以 分 别 改 写 为 
€£=gcosA+20n, = 一 2026. (6) 
由 方程 (6) 中 两 式 消去 可 得 
€+402€ =0. (7) 
方程 (7) 的 通 解 为 
€= Acos(20t) + Bsin(21t), (8) 
其 中 A, B 为 积分 常数 . 将 上 式 代入 式 (6) 的 第 一 式 可 得 


n= - 才 cosA— Asin(20t) + B eos(20t). (9) 


由 题 给 初始 条 件 ,t==0 时, z= 二 y = 二 0, z= 二 hh, 人 = 二 Y= 二 z= 二 0, 即 = 二 0,n==0. 将 
初始 条 件 代入 式 (8) 和 (9) 可 求 得 





9 , 
€ = ~~ cos Msin(212t), 
| 30 a 


hi 二 
一 一 一 cos 和 [1 — cos(2t)]. 
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将 式 (10) 中 第 二 式 代 入 式 (3) 中 的 第 一 式 以 及 第 三 式 并 利用 初始 条 件 积 
分 , 可 得 


二 一 gcos 入 sin 入 [ 一 去 "200| 


, (GD) 
ce ,2 Cd 
ZzZ=—gt+ geos" A [ py sin(200)| y 
对 式 (10) 的 第 二 式 以 及 式 (11) 再 积分 一 次 并 利用 初始 条 件 可 得 
i Le 加 
久 二 -gsinAcosA { + 1p3 [cos(202t) 中 
4 王 -9 cos A[20t — sin(22t)], (12) 


1 
Zz 三 凡 一 9 sin2 入 十 cos? A[cos(20t) — 1]. 


解 (12) 就 是 方程 组 (1)( 也 即 (3)) 在 给 定 初始 条 件 下 的 一 般 解 , 它 是 精确 的 . 
在 式 (12) 的 第 三 式 中 令 zx=0 可 求 出 落体 到 达 地 面 的 时 间 , 再 将 该 时 间 代 
入 其 中 的 第 一 和 第 二 式 可 以 求 出 相应 的 x,y. 注意 , 这 里 关于 时 间 的 关系 
是 含有 三 角 函 数 的 超越 方程 . 如 果 将 (12) 中 的 中 视 为 小 量 进行 Taylor 展 
开 并 且 仅 保留 到 2 的 一 阶 项 , 则 有 


证 lp 1 Lam 1 
元 党 oainhcosA 人 人 + Zp LE 5 (202t) = 


人 一 一 COS 入 {2 一 [enn 一 到 26 } 党 二 0 cos 入, (13) 


4f22 
这 与 前 面 逐 阶 近似 方法 给 出 的 结果 相同 . 

习题 2 试 求 以 初速 度 vo 从 地 球 表面 向 上 抛 出 的 质点 的 轨迹 对 平面 
的 偏 移 . 

解 : 这 里 讨论 的 是 抛 体 运动 . 如 果 不 考虑 地 球 的 转动 , 则 抛 体 运 动 中 
质点 的 轨迹 位 于 竖 直 方向 与 初始 速度 方向 确定 的 平面 内 . 当 考 虑 地 球 转 动 
时 , 质点 的 轨迹 不 再 位 于 前 面 所 说 的 平面 内 . 设 初始 速度 vo 位 于 wz 平面 
内 , 即 速 度 有 分 量 wor,uoz, 这 里 x,z 轴 与 习题 1 的 取 法 相同 . 对 平面 的 偏 移 
就 是 求 y 与 时 间 的 关系 . 初始 高 度 户 = 0. 由 习题 1 的 方程 (2) 可 得 y 分 量 
表示 式 为 


1 1 1 
Zh 本 9 sim 和 + 六 ee 人 一 29 = 1! 二 hh 一 a9 


3 
vy 3 -90 十 t2 (fv0z (v0z). 
习题 1 的 方程 (2) 的 z 分量 表 示 式 为 


1 2 
2 = Vo 
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则 有 飞行 时 间 约 为 二 s 2u0/g. 将 此 结果 代入 前 面 的 表示 式 可 得 偏 移 约 为 


4v2, /1 
y= 二 (ji (2 二 won: ) : 

说 明 : 本 问题 也 可 以 类 似 于 习题 1 那样 进行 解析 求解 , 此 时 习题 1 
中 的 方程 (3)-(9) 均 成 立 , 但 是 现在 初始 条 件 为 t= 二 0 时 ,z=y=z= 0， 
让 二 Voz, 二 0, 二 wos. 其 余 过 程 类 同 , 所 得 表示 式 稍微 复杂 一 些 , 不 再 列 
党 . 

习题 3 试 确定 地 球 转 动 对 单 摆 微 振动 的 影响 ( 传 科 @ 摆 问题 ). 

解 : 对 于 倩 科 摆 , 通常 认为 其 摆 线 很 长 , 则 摆 在 竖 直 方向 的 位 移 与 此 
相 比 为 小 量 . 竖 直方 向 的 位 移 z =1(1 ~ cos0) ~ 5102 这 里 1 为 摆 线 的 长 度 ， 
0 为 摆 线 与 竖 直 方向 之 间 的 夹 角 , 它 是 一 个 小 量 . 于 是 , 可 忽略 摆 的 竖 直方 
向 位 移 这 个 二 阶 小 量 , 即 认 为 摆 锤 近似 在 zy 平面 内 运动 . 由 式 (039.9), 即 





dv OU 
Wy 一 二 而 记 + 2m (7 x 2)+mln x (7 x 有)] ， 
略 去 二 阶 小 量 项 让 [CQx(rxg8), 可 得 
dv oU 1 
+2), 
写成 分 量 形式 , 有 
. OU 1 人 
t= Br + 2 i (1) 
由 于 
1 pr 
U=mgz= mgl(l— cos0) ~ 2910 3 29l sin 0 
_L 
鱼 5m9! B= 3m (zx° + yy ), 
其 中 由 = Vg/l 为 不 考虑 地 球 转 动 时 的 摆动 频率 , 于 是 有 
2 a mew? 
Or 一 BY 
故 有 运动 方程 为 


去 十 ww27 二 2 人 入 从 (2) 
十 wy = —2022z. 





@ Léon Foucault, 1819 一 1868, 法 国 物 理学 家 . 
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将 上 式 中 第 二 个 方程 乘 以 1 加 上 第 一 个 方程 , 并 令 E=z 十 iy 则 有 
<+2i0.5+w26 = 0. (3) 
先 考虑 方程 (3) 的 试探 解 : & = aebt 十 c. 将 试探 解 代入 方程 (3) 中 可 得 


ab?ett + abest . 2if2, + w?(aett + c) = 0, 
c=0， +b2iN, 十 w2 = 0 


b= —if, tivV 2 +w?. 
作 近 似 Vf 人 2 十 w? 守 w, 则 得 到 微分 方程 (3) 的 解 为 


é = eint( A elt Aze-i*t), 
或 者 
T+iy = ei?t(Aet + Ae ot) = Tilt (y+ iy)|g_o0 = e ®t(zo + iyo), 


其 中 函数 Zo0(t),vyo(t) 是 不 考虑 地 球 转 动 时 单 摆 的 轨迹 . 因此, 考虑 地 球 转 
动 的 影响 时 轨迹 将 绕 紧 直方 向 以 角速度 1, 转动 , 也 即 单 摆 的 摆动 平面 不 
是 固定 的 ,也 以 角速度 2。. 绕 坚 直方 向 旋转 . 

说 明 : 关于 倩 科 摆 也 有 837 补充 内 容 中 提 到 的 几何 位 相 , 参见 有 关 文 
献 四 以 及 第 七 章 852 相关 部 分 的 讨论 . 

习题 4 [补充 ] 轴 为 紧 直 而 顶点 在 下 的 抛物 线形 金属 丝 , 以 匀 角 速度 中 
绕 轴 转动 . 一 质量 为 m 的 光滑 小 环 套 在 此 金属 丝 上 并 可 沿 着 金属 丝 滑动 . 
(i) 试 求 出 小 环 的 运动 微分 方程 . (i 确定 系统 在 平衡 点 附近 的 行为 . 抛物 
线 的 方程 为 z2 = 4ay, 其 中 内 为 常数 . 

解 : 取 质 点 为 系统 , 只 有 一 个 自由 度 . 取 质 点 的 位 置 坐 标 z 为 广义 坐 
标 , 则 系统 的 动能 为 


2 


1 1 
二 本 (人 十 22) 十 mw Zz, 


取 抛 物 线 顶 点 所 在 水 平 位 置 为 重力 势能 零 势 面 , 则 系统 的 势能 为 


U = mgy. 


@ 例如 , A. Khein, D. F. Nelson， Hannay angle study of the Foucault pendulum in action- 
angle variables, Am. J. Phys., 61(1993)170. 
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系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


1 1 
L=T—U= 5m(2 十 22) 十 Fm — mgy. (1) 


[3 


由 抛物 线 方程 也 即 约束 方程 ! = 元 
则 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 表示 为 


可 得 站 = 区 全 将 这 个 关系 代入 式 (1)， 


_1 2 2 多 2 
Ls 2m 上 (+ 素 ) +w’z 一 mg 了 (2) 
由 拉 格 朗 上 日 方程 可 得 系统 的 运动 微分 方程 为 
NY 人 夺 .» 2 myg 
(+ 太 3+ 臣 吕 一 mw z+ t=0. (3) 


下 面 从 有 效 势 能 的 角度 讨论 平衡 点 的 稳定 性 . 根据 前 面 的 说 明 , 系统 
的 有 效 势 能 为 
二 2 要 世 
Ug = FT 了 + mg (4) 
平衡 点 (xo, yo) 为 满足 下 列 条 件 的 点 ， 
oe 二 —mw?xzo + mg 一 


T 一 Z0,y 一 yo 


即 有 zo 一 0, 相应 加 一 0. 而 


0， (5) 

















d Uer 二 一 mw2 十 
dz2 Wb 
(a) 当 0<w?< 并 时 ,有 
2a 
d2Uog 有 
dz? T=T0,Yy—=Yy0 
即 (0,0) 是 稳定 平衡 点 ; 
(b) 当 刀 <w? 时 ， 
2a 
d2Uce 之 和 
dz? Z 一 T0,3 二 20 





故 (0,0) 是 不 稳定 平衡 点 . 
如 果 令 上 =z-xzo, 将 上 视 为 小 量 , 代入 方程 (3) 并 仅 保留 到 的 一 阶 
项 , 则 有 
mét+m( 六 -2)€= ， (6) 
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由 该 方程 可 见 , 当 0 < w? < 去 时 , 它 是 关于 上 的 简 谐 振动 方程 , 即 在 zo 
附近 作 小 幅 的 周期 运动 , 因而 (0,0) 是 稳定 平衡 点 ; 当 全 < w2 时 , 方程 (6) 
的 解 是 指数 形式 的 , 即 随 着 时 间 的 增加 , 质点 将 越 来 越 偏 离 其 平衡 位 置 , 故 
(0,0) 是 不 稳定 平衡 点 . 这 与 上 面 通过 有 效 势能 分 析 得 到 的 结果 一 致 . 

说 明 : 上 面 的 讨论 表明 , 在 改变 参数 ww 的 取 值 时 , 系统 的 性 质 会 发 生 
变化 . 在 这 里 最 重要 的 一 点 就 是 , 在 增加 w 时 , 平衡 点 由 稳定 的 变 为 不 稳 
定 的 . 在 非 线性 动力 学 问题 中 , 这 种 变化 是 一 种 分 又 . 在 统计 物理 中 , 这 种 
变化 相应 于 系统 发 生 相 变 . 力 学 中 有 一 些 系统 具有 这 种 性 质 , 相关 讨论 可 
参见 有 关 文 献 @， 


Q@ 例如 , J. Sivardiére. A _ simple mechanical model exhibiting a _ spontaneous symmetry 
breaking. Am. J. Phys., 51(1983)1016; J. R. Drugowich de Felicio and Oscar Hipélito. Spon- 
taneous symmetry breaking in a simple mechanical model. Am. J. Phys., 53(1985)690; R. V. 
Mancuso. A working mechanical model for first- and second-order phase transitions and the cusp 
catastrophe. Am. J. Phys., 68(2000)271 及 其 所 引文 献 . 


第 七 章 
正则 方程 


本 章 讨论 了 分 析 力 学 的 男 一 种 描述 方法 - 哈密 顿 动力 学 , 给 出 了 与 拉 
格 朗 日 方程 等 价 的 哈密 顿 方程 (也 称 为 哈密 顿 正则 方程 ). 正则 变换 是 求解 
哈密 顿 方程 即 系统 的 运动 情况 的 一 种 普遍 方法 . 寻找 正则 变换 的 一 种 方 
法 归结 为 求解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 可 以 解析 求解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 
一 类 所 谓 可 积 系统 是 可 以 进行 变量 分 离 的 系统 . 是 否 可 以 分 离 变 量 还 取决 
于 正则 变量 (主要 是 广义 坐标 ) 的 选取 , 这 里 一 类 非常 特殊 而 又 重要 的 正则 
变量 是 角 变 量 和 作用 变量 . 使 用 角 变 量 和 作用 变量 可 以 讨论 浸 渐 不 变量 ， 
条 件 周期 运动 等 问题 , 以 更 好 地 了 解 系统 的 运动 特征 和 性 质 . 


840 哈密 顿 方程 


840.1 内 容 提要 


用 变量 p 和 4 描述 系统 的 状态 时 , 对 于 自由 度 为 s 的 完整 保守 系统 ， 
其 动力 学 方程 为 
, OH .OH 








0; = Bp Di 三 一 Bar (t= 1 2 :6 8) (040.4) 


称 为 哈密 顿 方程 @, 它们 构成 2s 个 未 知 函 数 的 2s 个 一 阶 微分 方程 组 .五 称 
为 哈密 顿 函 数 , 它 有 一 个 特别 的 性 质 
dH _ oH 
下 如 
@ 在 文献 中 通常 将 满足 哈密 顿 方程 的 系统 称 为 哈密 顿 系统 . 


(040.5) 
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哈密 顿 函 数 互 与 拉 格 朗 日 函数 工 之 间 的 关系 是 勒 让 德 变换 
H(p,g,t) = >》 pidi—L. (040.2) 


但 是 ,五 是 p,q 和 + 的 函数 ,而 工 是 G4,g 和 + 的 函数 . 勒 让 德 变换 表明 , 拉 格 
朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 对 参数 和 的 偏 导 数 之 间 存 在 关系 





加, 的。 wg 
一 个 特例 是 , 对 参数 时 间 t 有 
(让 


840.2 ”内容 补 充 


1. 勒 让 德 变换 与 几何 含义 

勒 让 德 变换 建立 两 组 变量 以 及 对 应 的 函数 之 间 的 变换 关系 , 这 两 组 变 
量 和 函数 同等 地 描述 系统 的 性 质 . 我 们 以 单个 变量 的 情况 来 讨论 勒 让 德 
变换 的 几何 含义 . 设 变量 为 xz, 相应 有 函数 f(z). 通常 要 求 函 数 f(z) 具有 性 
质 : (i) 是 严格 的 凸 (或 凹 ) 函数 , 即 它 的 二 阶 导 数 总 是 正 (或 负 ) 的 ; (ii) 是 光 
滑 的 , 即 可 以 连续 求 导 . 这 样 在 x 和 wy(z) = df(z)/dz 之 间 有 一 一 对 应 关系 ， 
由 此 可 以 将 y 作为 新 变量 代替 x, 而 f 被 下 式 定 义 的 函数 9 代替 


g(y) = 7(WY — f(z(y)). 


这 种 从 (z, f(z)) 到 (y,g(y)) 的 变换 就 是 勒 让 德 变换 .通常 也 称 x,y 是 一 对 共 
红 变量 . 从 图 形 上 看 , y 对 应 于 f(z) 在 z 处 的 切线 的 斜率 , 而 g(y) 则 为 切线 
在 坐标 轴 上 的 截 距 的 负 值 ( 见 图 7.1). 也 就 是 说 , 在 变换 前 用 坐标 (z, f(x)) 
描述 曲线 , 曲线 是 一 系列 这 样 的 坐标 点 的 集合 . 变换 后 用 切线 的 斜率 yy 和 
在 纵 轴 上 的 截 距 9 描述 曲线 , 曲线 是 各 种 斜率 的 切线 的 包 络 线 . 这 两 种 表 
述 是 等 价 的 , 包含 了 相同 的 信息 . 然而 , 从 物理 角度 来 看 , 尽管 两 种 表述 是 
等 价 的 , 但 在 对 问题 处 理 的 简洁 性 , 系统 的 代数 结构 的 分 析 , 到 其 它 物理 问 
题 的 推广 等 多 个 方面 , 拉 格 朗 日 表述 和 哈密 顿 表 述 之 间 的 差别 还 是 显著 
的 . 例如 , 在 后 面 讨论 正 则 变换 时 两 种 表述 的 差别 就 可 以 充分 体现 出 来 . 
对 于 多 个 变量 或 者 多 自由 度 的 问题 , 任何 一 对 共 轿 变量 之 间 均 可 进行 
类 似 的 分 析 . 具体 到 拉 格 朗 日 描述 g;,6i, 工 到 哈密 顿 描 述 gi,pi,H 之 间 的 勒 


让 德 变 换 , 由 了 =as (参见 公式 (o6.5) 构 咸 。x sa 阶 短 阵 ( 记 为 (awy), 3 
1C97 
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图 7.1 勒 让 德 变 换 的 几何 含义 


为 自由 度 ), 当 工 是 ob 的 连续 可 微 函 数 时 , 这 个 矩阵 (oj) 是 实 对 称 和 矩阵 ， 
因此 其 本 征 值 是 实 的 . 而 函数 的 凸 性 要 求 上 述 和 矩阵 (az) 的 本 征 值 是 正 的 
(或 负 的 ), 这 与 单 变量 情形 相同 用 以 保证 变换 6G; 一 p; 是 一 一 对 应 的 . 凸 性 
也 保证 矩阵 (aij) 的 行列 式 det laij| 不 等 于 零 , 也 即 矩 阵 是 非 奇 异 的 , 因此 
可 以 求 它 的 道 和 矩阵 . 相应 于 工 的 矩阵 (aij) 的 本 征 值 总 是 正 的 , 因为 该 矩阵 
是 正定 的 . 

2. 哈密 顿 函数 的 不 唯一 性 

在 82 中 已 讨论 了 拉 格 朗 日 函数 的 不 唯一 性 , 那么 在 哈密 顿 方法 中 的 
表现 如 何 呢 ? 对 哈密 顿 水 数 和 由 哈密 顿 正则 方程 导出 运动 微分 方程 又 有 
什么 影响 呢 ? 





因 为 
d po ty 0f ,4 of 
a Bo Bt 
则 按照 定义 , 广义 动量 为 
2 oOL’ 加 or 日 dq of 
Pe Gor Gok Ook (re Se (40.1) 
相应 的 哈密 顿 函数 为 
ee 4 DF dg 
H = > _ phdk—L = (Ema 人 让， 各 一 (9) 
k=1 k=1 AT Ok 
0 0 
-al(ez- 吕 ) 和 过 (40.2) 


因为 f 是 广义 坐标 和 时 间 的 函数 ,上面 的 结果 表明 五 也 相差 一 个 时 间 和 
广义 坐标 的 函数 . 


290 第 七 章 正则 方程 


相应 于 H' 的 正则 方程 为 








OH’ OH 9 万 
7 于 二 es 一 一 一 一 40.3 
a (wm ) f= ) gOpx Ee 
AH’ oH 02f 
Dk 一 一 一 一 人 =」】 + 40.4 
Ve ( 6 | (wm) Bqrot WA 


这 里 加 下 标 表 明 求 偏 导数 是 针对 变换 后 的 广义 坐标 和 广义 动量 的 .， 式 
(40.3) 表明 用 新 旧 变 量 表示 时 方程 不 变 , 而 式 (40.4) 则 表明 变量 变换 前 后 
方程 形式 有 所 改变 . 





因为 
oN = O27 g, 
履 一 训 + 吝 ( 玫 -r+ + + 297 人 
/ 一 一 
(3 EA Es OH CC 下 
Ogk /， | 人 站 ) Ogqx 
7 Og; 





-的 号 的) 弄 
po /Jp 全 pi 1000q 


oH 一 92Ff 
= (Bw) 2 od 


1 


将 它们 代入 前 面 的 式 (40.4), 可 得 用 变量 g,p 表示 的 方程 


即 上 式 与 (40.4) 是 等 价 的 . 

3. 勒 让 德 变换 与 哈密 顿 函 数 的 结构 

从 拉 格 朗 日 函数 到 哈密 顿 函 数 的 变换 是 勒 让 德 变 换 , 这 种 变换 是 否 会 
改变 结构 ? 这 里 所 谈 结 构 是 指 工 或 五 与 广义 速度 或 广义 动量 的 依赖 关系 . 
设 势 函数 是 与 广义 速度 和 时 间 无 关 的 , 则 一 个 系统 的 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 
形式 为 


号 


L=T-UV(g)= >》， 3mij(q, t)GiG; + >, oi(gq,t)Gi + 7(q,t) — Ugq). 


[ 坊 = i=1 
注意 , 这 里 所 谓 一 般 形式 是 指 在 拉 格 朗 日 函数 和 动能 分 别 具 有 形式 工 = 
2 
T-U, T= 的 前 提 下 通过 坐标 变换 关系 将 它们 用 广义 坐标 和 广 
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义 速度 表示 后 所 得 到 的 形式 , 此 时 动能 部 分 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 , 一 
次 齐 次 式 和 零 次 齐 次 式 之 和 , 这 是 拉 格 朗 日 力学 中 动能 的 结构 特征 . 与 广 
义 坐 标 qs 相应 的 广义 动量 为 
0 3 
p= B= mg dd + a(t), 但 -12 
1 j=1 





为 方便 处 理 , 用 矩阵 形式 表示 上 式 
p=Mg+a. 
因为 M 是 非 奇 异 的 , 可 以 反 解 上 式 , 有 
d=M '(p—a). 


按照 哈密 顿 函数 的 定义 , 有 


有 
.7 于。 
H=> dp-L=dp- 3 MG+ arg +7—U(g) 


t=1 


= pa)M ip- | -eM (po) +a M (po)+7y -U0) 
= or -aT)M-!(p— 0) -y+U(g), 


即 五 中 与 广义 动量 相关 的 项 是 它 的 二 次 齐 次 式 和 一 次 齐 次 式 . 如 果 系 统 
的 动能 仅 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 , 即 有 a; = 0,x = 0, 则 在 此 情况 下 , 五 
中 的 动能 部 分 也 仅 是 广义 动量 的 二 次 齐 次 函数 . 上述 结 果 表 明 勒 让 德 变 
换 不 改变 结构 . 

4. 运动 积分 

关系 (o40.8) 表明 , 当 拉 格 朗 日 隐 数 不 显 含 时 间 时 , 相应 地 哈密 顿 函 数 
也 不 显 含 时 间 . 再 据 (o40.5) 可 知 此 时 有 能 量 守 恒 . 当 工 中 有 循环 坐标 时 ， 
(o40.6) 则 表明 它们 也 是 五 的 循环 坐标 . 根据 正则 方程 (040.4) 可 知 , 循环 坐 
标 对 应 的 广义 动量 是 运动 积分 . 

但 是 , 需要 注意 的 是 , 在 拉 格 朗 日 描述 和 哈密 顿 描述 中 循环 坐标 的 性 
质 存在 重要 的 差别 . 

因为 拉 格 朗 日 函数 是 广义 坐标 、 广 义 速 度 和 时 间 的 函数 ,于 是 在 拉 格 
朗 日 描述 中 , 广义 动量 是 运动 积分 说 明 由 广义 坐标 .广义 速度 和 时 间 表 示 
的 广义 动量 函数 的 函数 值 在 时 间 过 程 中 保持 不 变 . 在 哈密 顿 正则 方程 中 ， 
广义 动量 是 和 广义 坐标 地 位 平等 的 独立 变量 , 广义 动量 是 运动 积分 本 质 上 
就 是 一 个 独立 的 变量 的 值 在 时 间 过 程 中 保持 不 变 . 
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由 于 上 述 差 别 , 在 处 理 带 有 循环 坐标 的 问题 时 两 种 描述 中 方法 上 也 有 
所 不 同 . 在 拉 格 朗 日 方法 中 , 拉 格 朗 日 函数 中 虽然 不 显 含 gi (i = s 一 m 十 
1,… ,5) (这 里 设 有 mm 个 循环 坐标 ), 但 一 定 含 有 相应 的 广义 速度 6;, 即 


L 3 L(gqi,*… ya 1 i (40.5) 


于 是 处 理 的 仍 是 有 s 个 自由 度 系 统 的 拉 格 并 日 函数 , 即 不 允许 从 广义 动量 
积分 
Pi(qis°** qs—m dls" sdsst) = Bi, (i=s—m+tl1,...,s) 

反 解 出 6; 作为 q1,… ,qs_m;91,… ,Gs_m 和 t 的 函数 ,并 以 此 代入 上 述 拉 格 
归 日 函数 (40.5) 消去 5%;, 然后 将 得 到 的 结果 看 成 s 一 m 个 自由 度 的 拉 格 朗 
日 函数 . 这 是 因为 在 进行 上 述 代 换 的 过 程 中 , 相当 于 引入 了 各 广义 坐标 gx 
和 广义 速度 名 以 及 时 间 t 之 间 必 须 满 足 的 男 外 一些 关系 , 因而 违反 了 拉 
格 朗 日 方法 的 要 求 . 

对 于 哈密 顿 正则 方程 , 情况 完全 不 同 . 因为 广义 动量 本 身 是 独立 的 变 
量 , 先 将 广义 动量 的 积分 常数 值 代入 哈密 顿 函数 五 以 减少 哈密 顿 函 数 中 
独立 变量 的 数目 , 即 减少 自由 度 , 然后 再 将 结果 代入 哈密 顿 正则 方程 , 这 并 
不 违反 哈密 顿 方法 的 要 求 , 因而 是 完全 正确 的 . 具体 地 说 , 设 有 m 个 循环 
坐标 qi(i = 5 一 mm 十 1,… ,5), 则 对 应 的 广义 动量 为 


pi 二 Bi (常量 ). 
将 这 些 广义 动量 用 常数 值 代入 五 中 , 即 有 
H= H(ggp,ppsBist), (k=1,2,::.,s8—m, i=s—m+l1,...,s) 


此 时 非 循环 坐标 满足 正则 方程 








,OH 
opr (k=1,2,...,8—m) (40.6) 
oH | 
Pk Bo. 
由 此 可 解 出 2(s 一 m) 个 gs 和 ps. 将 其 再 代入 有 五 中 , 并 通过 对 &% = 积分 
呈 oH 
qi 二 Be 


可 求 出 循环 坐标 . 由 上 述 讨 论 可 知 , 在 哈密 顿 方法 中 , 与 循环 坐标 有 关 的 自 
由 度 是 完全 可 以 分 离 的 . 从 而 对 有 m 个 循环 坐标 的 情况 可 化 为 自由 度 为 
s 一 m 的 情况 , 简化 问题 的 求解 . 
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840.3 “习题 解答 


习题 1-3 ( 咯 ) 
习题 4 [补充 ] 85 习题 2. 
系统 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 


三 3(m 十 7n2)2 十 Sma(l2p? + 2ljP cos wp) + m2gl cos vy. 
相应 于 zz 的 广义 动量 为 
oL i , 
ps = 7 = (mi + ma)i + malg cosy, 
相应 于 yp 的 广义 动量 为 
DL 

a ge = m2(l29 + ltcosy). 
由 上 面 两 个 关系 可 得 广义 速度 用 广义 动量 表示 的 形式 为 

了 一 1Dz 一 cos pp 

mi 十 mnasin2o))， 
(mi + m2)py — m2lpz cos w 

m2l2(mi+m2sin yg) 


根据 定义 , 系统 的 哈密 顿 函 数 为 


p= 





H= Zpz+ppy—L = 3(m 十 mz)? 十 sma(l2p? + 2lzp cosw) — m2glcosp 
i 2 mi 直 mao 2 

= we 亿 十 mmol? Dis 一 TDPzpPw eonv 一 m2gl coswy. 

说 明 : 对 于 多 自由 度 问 题 , 求 哈密 顿 函数 万 涉及 的 计算 量 是 比较 大 的 ， 
而 万 的 形式 以 及 运动 方程 的 求解 通常 也 是 比较 复杂 的 . 但 是 ,哈密 顿 描述 
对 于 采用 更 为 一 般 的 方法 求解 系统 的 运动 情况 和 分 析 其 运动 性 质 , 讨论 系 
统 的 对 称 性 结构 , 向 近代 物理 过 渡 等 等 方面 具有 非常 大 的 优越 性 , 是 拉 格 
朗 日 描述 难以 企及 的 ， 


841 罗斯 函数 
841.1 内 容 提要 





仅 对 部 分 广义 速度 用 广义 动量 代替 . 设 进行 从 gi, 5 6i, 5 到 qi, &j, pi, 
5 的 变换 , 其 中 p; 为 相应 于 广义 坐标 q; 的 广义 动量 , 定义 罗斯 函数 为 


R(q,p,€,€) = > ,pidi —L, (041.1) 


@ Edward John Routh, 18311907, 英国 数学 家 . 
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则 有 oR oR 
Ti Up 
ar BR 65 OR 
Bt;} 556” Bf 068 
以 及 
d aR OR 


(041.3) 


(041.4) 


(041.5) 


罗斯 函数 对 于 坐标 4 是 哈密 顿 函数 (方程 (041.3)), 对 于 坐标 & 是 拉 格 朗 日 


函数 (方程 (041.5)). 


当 有 循环 坐标 时 , 用 罗斯 泡 数 将 会 对 问题 的 求解 带 来 很 大 的 方便 . 


841.2 ”习题 解答 


习题 1 [补充 ] 对 于 质点 在 有 心力 场 中 的 运动 , 其 拉 格 朗 日 函数 为 ( 见 


公式 (014.1)) 
钱 半 Fm(i? +r2p2) — U(r). 
wp 是 循环 坐标 , 相应 的 广义 动量 为 


oL 
Po 三 去 > 一 7n072 0， 
OP 














它 是 常数 , 即 
py 二 mr2p 二 常数 . 
罗斯 函数 为 
R= 5 一 万 一 py = 
Pe 2mr? 2 
于 是 , 有 
2 mr 
Or 
OR _ ps ,dU(7) 
Dr mri dr 
站 GS. 0 和 EA=4 AN > 了 、 
将 它们 代入 工 ( 5 二] -522 -0 可 得 关于 了 的 微分 方程 为 
dt \ Dr Or 
2 
,Py dU(r) _ 
Wm dr = 


(1) 


(2) 


方程 (1) 和 (2) 就 是 有 心力 问题 的 基本 方程 ,与 直接 由 工 导 出 的 方程 是 相 


同 的 . 


842 泊 松 括号 295 


习题 2 [补充 ] 对 于 835 习题 1 的 对 称 重 陀螺 , 有 拉 格 朗 上 日 函数 为 
me : 2 
五 三 下 (6? + pp? sin? 9) 十 5 @ 十 pcosb) — gl cosb. 
,如 是 循环 坐标 , 相应 的 广义 动量 均 为 常数 , 它们 分 别 为 
oL 


py = Bo 一 万 (全 +ecosg] = Ms, 


Vs = 死 一 下 六 sin20 十 Ts cos0(W + pcos0) = Mz. 
罗斯 函数 为 


R=yYpy+ppo—L 
1 


ES 1 
= 二 关于 代 M2+— (Mz— Mscos0)? + glcoso. 
23141 +1 a8 3 + 277 ing \ 2 3cosb0) + uglcosd 
由 上 式 可 得 
— = —D0, 
OO 
oR | 
50 = —uglsing -= Lsin’0 (Mz = Ms cos0) (Mz cos0 一 N13) i 


于 是 , 由 (041.5) 可 得 相应 于 0 的 微分 方程 为 


1 
110— nglsing 一 pe (Mz — Macos0) (Mz cos0 — Ms)=0. 
in 


I's 
容易 验证 ,835 习题 1 中 消去 y, 少 的 能 量 方程 是 上 述 方程 的 一 次 积分 . 
842 泊 松 括号 
§42.1 ”内容 提要 

任意 一 对 变量 f,g, 它们 是 g,p,t 的 函数 , 泊 松 括号 定义 为 @ 


-下 { 半 狂 _ 并 名 42.5 
{f,9} > 2 (让 Ogx DOK 冯 ) (042.5) 





Q@ Siméon Denis Poisson, 1781 一 1840, 法 国 数学 家 和 物理 学 家 . 
@ 注意 ,《 力 学 》 这 里 给 出 的 定义 与 常规 的 形式 有 一 个 符号 的 差别 , 常用 的 定义 为 


(人 四- 时 本 
{f,9} = 2, (元 Bpk Bpk 小 
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泊 松 括号 有 一 系列 基本 性 质 : 
{f,9} = 一 {9,f}, (反对 称 性 ) 
{f,c} = 0，(c 为 常数 ) 
{及 十 f2,9} 二 {有 1,9} 十 {f2,9}, (分 配 律 ) 
{ 凡 f2,9} = {fz,9} 十 有 {1,9},( 梯 积 法 则 ) 
号 = 全 时 + 人 她 (做 分 法 风 ) 
{7, {9;h}} 十 {9, {hf} 十 {h,{f,9}} ==0. ( 雅 可 比 恒等式 ) 
对 于 正则 变量 , 则 有 
{f, gk} = 计 ， 


= 
{f, pr} 雪 Ogk 
以 及 
{qi,9x} =0, {pi,pk} =0, {pi, qk} = 6ik. 
采用 泊 松 括号 , 图 数 f(p,g,t) 对 时 间 的 全 微分 可 表示 为 


df _ 9f 
di ~ Br + {Ht}, 


哈密 顿 方程 可 表示 为 
Gi = {H,g}, bi= {H,pi}, 


其 中 的 五 为 系统 的 哈密 顿 函 数 . 


(042.6) 


(042.7) 
(042.8) 
(042.9) 


(042.10) 


(042.14) 


(042.11) 


(042.12) 


(042.13) 


(042.1) 


(42.1) 


f 是 运动 积分 ( 即 df/dt = 0 或 f= const) 的 充 要 条 件 为 f 满足 方程 


of 
Bt 十 {H, f} =(0) 


(042.3) 


如 果 f 和 9g 是 两 个 运动 积分 , 则 它们 构成 的 泊 松 括号 也 是 运动 积分 


{f,9} = const, 


这 称 为 泊 松 定理 . 


(042.15) 


842 泊 松 括号 297 


842.2 内容 补 充 


1. (o42.9) 的 证 明 
按 定义 , 对 (o42.9) 的 左边 展开 , 有 


天 O(fif2) 0g Ofif2) Og 
Ug} = | Opk wk Ogqk | 


= > [a ( 织 让 到 粥 到) + 所 (织品 到 半音 )| 
k 








Opk Ogk Ogqk Opk Opk Ogk DO 


Of2 0g _ 09f2 Og ) ( of Gg _ Of Og ) 
一 一 一 一 C 一 一 十 一 一 一 一 一 -一 一 
(ww Ogqk Ogqr Opk bh 和 Opk OK OQqi Opk 


= fi{f2,9} + fo{f1,9}. 
此 即 所 要 证 明 的 结果 . 


2. 雅 可 比 恒等式 (o42.14) 的 证 明 
《力学 》 在 证 明 雅 可 比 恒等式 的 过 程 中 得 到 了 关系 


{9,{h, 1}} + {h, {f,9}} = > Ge mr 站 


Dr 
kl 和 


然后 利用 这 个 结果 通过 说 明 的 方式 指出 有 雅 可 比 恒等式 成 立 . 实际 上 , 可 
以 进行 具体 计算 导出 所 需要 证 明 的 结果 . 
注意 到 , 对 于 现在 考虑 的 问题 , 有 


Gk; (二 D2, 
Ck = 
PK 一 s， (k=s+l1;s+2,...,2s), 


于 是 ,有 
fm N_i 
他 亿 及 + 信人 用 = 开 全 下 下) 下 = 三 ( 人 天 + 且 下 外 


人 Oxk Oxk 


这 里 A 和 Bi 是 g 入 的 函数 ,但 不 是 /的 函数 , 所 以 如 果 令 /二 pi, 则 不 
会 影响 4k 和 Bi. 再 利用 (o42.12), 有 
加 Oh 90g\ 9 
{oft+th fos} = 人 9 一任 )+ 仿 总) 一 - 放 {9 间 = 
同 理 , 令 f = gq; 并 利用 (o42.11), 有 


tof)}+th fg = 人 总 }+ 仿 - 识 }= 直 全 且 = 入 
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由 此 , 有 


= 二 | i 
区 亿 月 + 信人 夺 用 = 开 (天 人 用 下 二 藉 亿 里 涉 


Ea {{9,n},f} = = {9, h}}, 


即 (o42.14) 的 后 两 项 的 和 等 于 第 一 项 的 负 值 , 因此 (o42.14) 成 立 . 
注意 , 从 代数 结构 的 角度 来 看 , 泊 松 括号 是 定义 所 谓 Lie® 代数 的 一 
种 基本 运算 , 而 不 同 孔 数 之 间 的 泊 松 括号 给 出 的 关系 以 及 雅 可 比 恒等式 是 
Lie 代数 的 基本 定义 关系 . 例如 , 习题 2 中 的 角 动 量 各 分 量 满足 的 关系 可 以 
统一 写 为 
{Mi, Mj;} = — > eijk Mex 
大 


在 这 种 情况 下 雅 可 比 恒等式 是 自动 满足 的 . 这 些 关系 定义 了 所 谓 的 Lie 代 
数 su(2). 代数 结构 对 于 研究 系统 的 性 质 是 非常 重要 的 @. 

3. 泊 松 定理 与 可 积 性 

泊 松 定理 表明 , 有 可 能 通过 已 有 的 运动 积分 构造 新 的 运动 积分 . 更 多 
的 运动 积分 有 助 于 解析 地 描述 系统 的 运动 情况 . 

对 于 有 s 个 自由 度 的 力学 系统 , 如 果 可 以 找到 s 个 相互 独立 的 运动 积 
分 91, $2,…, 9s, 且 满 足 


[9i, $;] = 0, (27 = 1, 2 ,8). 


这 样 的 系统 称 为 可 积 系统 , 此 时 称 $1,62,… ,$s 是 相互 对 合 的 . 这 个 结论 
是 由 刘 维 尔 首先 证 明 的 , 故 也 称 为 刘 维 尔 定理 , 相应 地 上 述 可 积 性 称 为 刘 
维尔 可 积 性 @. 系统 可 积 时 , 其 哈密 顿 函 数 属于 运动 积分 之 一 或 者 可 用 它 
们 表示 出 来 , 而 系统 的 运动 方程 可 以 通过 积分 的 方法 求解 . 

例如 , 对 于 对 称 重 刚体 的 定点 运动 , 有 三 个 自由 度 , 而 835 习题 1 的 讨 
论 表 明 该 系统 有 三 个 运动 积分 , 它们 确 是 相互 独立 的 , 因此 这 是 刘 维 尔 可 
积 系统 . 事实 上 , 我 们 通过 积分 求 出 了 重 刚 体 定点 运动 的 情况 . 

@ Sophus Lie, 1842 一 1899, 挪威 数学 家 . 

@ 经 典 力学 中 这 方面 的 讨论 可 以 参见 有 关 著 作 , 例如 E. J. Saletan, A. H. Cromer. 
Theoretical Mechanics. John Wiley & Sons Inc，1971; 中 译本 : 理论 力学 . 卢 邦 正 ， 姜 存 志 译 . 
北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1989. 

图 刘 维 尔 定 理 的 证 明 可 参见 有 关 文 献 , 例如 , V. I Arnold, Mathematical Method of 
Classical Mechanics, 2nd ed., Springer-Verlag, 1989, Chap.10. 中 译本 : 阿 诺 尔 德 著 . 经 典 力 
学 的 数学 方法 ,第 二 版 . 齐 民 友 译 .北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006; 第 五 章 所 引 O. Babelon， 
D. Bernard and M. Talon 的 著作 . 
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再 如 , 对 答 向 同性 有 心力 作用 下 的 质点 , 有 三 个 自由 度 . 如 取 质 点 的 坐 
标 x,y,z 为 广义 坐标 , 则 哈密 顿 轴 数 为 


1 
族 = pp +py 二 p2) + U(r), (42.2) 


其 中 pi,py,pz 分 别 为 与 xz,y,z 共 罚 的 广义 动量 ,7 = Vz2 二 2 二 z2， 可 证 
Mz = ypz 一 zpy; My = zpz 一 Tpz， Mz = Xpy 一 ypz 为 运动 积分 ,但 是 Mi, My, Mi; 
并 不 相互 对 合 ( 见 本 节 习 题 2). 相互 对 合并 相互 独立 的 三 个 运动 积分 可 取 
为 H, M, M?(= M2 二 + M2 + M2), 于 是 该 系统 是 刘 维 尔 可 积 的 . 

除了 刘 维 尔 可 积 性 外 , 还 存在 其 它 类 型 的 可 积 性 . 例如 , 对 一 个 系统 ， 
如 果 可 以 构造 两 个 矩阵 A4= (aij) 和 B= (bij), 使 得 它们 满足 关系 

pe (42.3) 

同时 上 述 关 系 完 全 等 同 于 系统 的 动力 学 方程 , 则 该 系统 也 是 可 积 的 . 这 里 
的 矩阵 4 和 BB 称 为 Lax 对 (pair), 而 上 述 关 系 (42.3) 则 称 为 Lax 方程 . 

利用 A 可 以 构造 运动 积分 . 先 计 算 44"/dt， 





je n n 
3 二 > We a >》 A*[A, B]A™-1—* 
k=0 k=0 


= SAM BA — A*BA”™™). 
=0 
考虑 到 对 矩阵 求 迹 的 性 质 tr(AB) = tr(BA), 则 有 
于 全 = D(A BA — A*BA"*)= . [tr(BA”) -tr(BA") = 0， 
故 trA" 是 系统 的 运动 积分 . 
例如 , 对 于 一 维 谐振 子 系统 , 其 拉 格 朗 日 函数 为 


1 1 
入 党 本 mi 一 Fm 7 ， 


0 多 
A=ym|” “| 看 =| ww 1 
wT 一 尼 一 了 0 


这 里 的 4 具有 性 质 42 = 2E, 5 为 谐振 子 系统 的 机 械 能 , EE = 3 + 
3mw?z?, 相应 有 


可 以 构造 矩阵 


tr(42n+1) =0, tr(42n) = 2(28)". 
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由 此 也 可 见 仅 有 机 械 能 是 系统 的 运动 积分 . 一 个 自由 度 的 系统 有 一 个 运 
动 积分 , 一 维 谐振 子 系统 是 可 积 系统 . 

需要 说 明 的 是 , 对 于 多 体 问 题 , 可 积 的 系统 是 非常 少 的 , 而 绝 大 多 数 是 
不 可 积 的 . 最 具 代 表 性 的 例子 是 所 谓 的 三 体 问题 , 仅 当 施加 较 强 的 限制 时 
才 可 以 精确 求解 . 通常 必须 借助 于 数值 计算 确定 多 体系 统 的 运动 行为 以 
及 相关 的 性 质 . 可 积 性 问题 的 研究 是 数学 物理 中 的 一 个 重要 研究 课题 , 在 
数学 和 物理 学 的 众多 领域 之 中 有 非常 重要 的 应 用 . 


842.3 ”习题 解答 


习题 1 试 求 质点 的 动量 p 和 和 角 动 量 M7 Xp 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 组 
成 的 泊 松 括号 . 
解 : 这 里 考虑 的 系统 是 质点 . 在 直角 坐标 系 下 , 角 动 量 的 分 量 分 别 为 
AMz = ypz — Zpy, My = zpz — Tpz, M; = TpPy 一 VDr- 


根据 公式 (042.12), 即 {f,pk} = -Bf/adk, 则 有 





OM _ 
{Mz, pz} A Oz 0， 
OM: 9 
{Ms, py} 二 Oy 2 WP J Zpy) 一 了 z， 
aM; 9 
{Mz;pz} = — pr -Fz (YP: 2 zpy) = py: 





其 它 的 泊 松 括号 可 以 通过 下 标 X, Yy, zz 的 循环 置换 得 到 , 即 
{My, pz} 二 一 Dz， {M,, py} = 0, {My, pz} Ws: 
{M:;, pz} 二 一 Do {M;, pz} = 0, {M;, py} Rp: 
这 些 结果 可 以 统一 地 写 为 


{Mi, p;} 二 二 >》 cijRDh， 
k 


其 中 了 7 大 = 了 zi 而 Eijk 为 Levi-Civita 张 量 , 其 定义 为 
1， 当 ijk 为 Tyz,yzz,zzy, 即 zyz 的 偶 置换 时 ， 
Eijk 二 全 一 1]， 当 ijk 为 zzy,Vyzz,zyz, 即 zyz 的 奇 置换 时 ， 
0， 其 它 . 


842 泊 松 括号 301 


习题 2 试 求 角 动 量 1M 的 分 量 组 成 的 泊 松 括号 . 
解 : 直接 由 公式 (o42.5) 计算 可 得 


OM OM, OM: OM, 
































Ms, Mit = 一 
{Mz, My} Op: Oz OT Opz 
OOM: OM, QM: OM, 
Opy Oy Oy Opy 
OM OMy, OM:OM, 
Gps Oz Oz Op; 
= 04+yz=( py)( 2Z) = (Zpy ypz) = =M;; 
类 似 地 , 有 


{My, Ms} = —M;s, {Mz, Ms} = —M,. 
这 些 关系 可 以 统一 写 为 


{Mi, Mj;} = 一 》 ei Mex, 
k 


其 中 ij,k 二 zy,z. 满足 上 述 关系 的 Mz, MMy, Ms 生成 Lie 代数 su(2). 

由 上 述 关系 以 及 泊 松 定理 可 知 , 如 果 JMz, My, Mz 三 个 分 量 中 有 两 个 分 
量 是 系统 的 运动 积分 , 则 第 三 个 分 量 一定 也 是 运动 积分 . 各 向 同性 有 心力 
场 中 运动 的 质点 系统 具有 这 样 的 代数 结构 以 及 这 样 的 运动 积分 . 

习题 3 试 证 

{p, Mz} = 0， 
其 中 口 是 质点 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 . 
证 : “ee 7， ee D 以 及 
7 .也 . 于 是 标量 函数 p 只 能 通过 它们 依赖 于 矢量 mr 和 pp 的 分 量 , 只 
6 一 P(r pm PPD)， 
所 以 
op _ Owp AO(r:7) Op QO(p:") 2 Op Op 


Br™ Br Or 有 Or ~ Br) pr)r 




















对 9p/ap, 相应 有 


人 Op 
ap 5 Op 5p7) Op OP) 6 
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利用 这 些 偏 微分 公式 并 按 公 式 (o42.5), 则 有 


加 Op OM: op OOM; 
{ty, Ms} 加 和 ( 襄 Or OT OP ) 


Ow Op ) DAMI。 
一 2 十 二 7 一 一 一 
2 ( (pI) Opr re) *) Ore 


(2 Op i Op ) 3 
Br2)'* Olpr rr) 人 67 















































Op OM; 
一 一 2 证 
Ora) + st OK 
和 Ow | es WW 
xe O(Pk * Tk) | 
但 是 , 因为 
Tk ee (Wi; Ys Dk = (Bes Dy; Bzi)s 
M; = >》 (zkpm 和 Vwi ), 
大 
则 有 
ai si， ae ， 
Or; Pys, Oui Pa Oz; So 
aM; OM: OM: 
Opz, Yi, Opy, 2》 Opz, 一 
于 是 有 
攻 OM ; et OM; Se OM ; 了 DAT- 0 
“Bp op Bp Bp 
OM , OM., + OOM;, 症 OM , 医 
一 
OM, 二 OM , 下 OOM, DAI- OAMz _ 
Pk Opk k Dr es Dzrx Opz. Pyx Opy 














(: OM; OM: ,, OM; 
k Orr Oyk “Oz 


= pzi (—Yk) + Pye Tk 一 [zkpw + Yk(—pzi)] = 0. 
所 以 , {wp, Ms} = 0. 
习题 4 试 证 
{f M:}=f xn, 
其 中 了 是 质点 坐标 和 动量 的 矢量 函 数 , 而 到 是 沿 着 z 方 向 的 单位 矢量 . 
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证 : 任意 矢量 f(r,p) 可 以 写成 
f=rpit+pyp2 十 (7 x p)ys, 
其 中 yp1, pa, V3 是 标量 函数 . 注意 , 因为 
rx(rxp)=7(r7:p)— p77), PxX(rxp)=7(p:p)—p(r:p), 


(7 xp)x (7 xp)=0, 
即 用 7,p 以 及 TXp 构造 的 矢量 必 能 用 它们 表示 出 来 ,所 以 任意 矢量 f(T7,p) 
具有 上 述 一 般 形 式 . 
由 习题 3 可 知 
{Pp1, Mz} = {92, M2} = {3, Ms} = 0 


则 根据 (o42.9), 有 


{f, M.} = {(rp1 十 pp2 二 (7 x pP)p3), M:} 
= {7, Mz}p1 + {p, Mz}p2 + {(7 x p), Ms}p3. 
考虑 到 = Zez 十 Vey t+ zez, P= Prezr 十 Dyey 十 Dzez， 则 有 


{7r, M;} = OroM: OroM: sr 
"Em 


由 习题 1, 有 





{p, Mz} = pyez — Prey, {(7 Xp), Mz} = {M,M;2} = Myez — Mzey. 


{f, Mz} = (yez — Zey)p1 + (pyez 一 pzey)pa + (Myez — Maey)pa. 
但 是 , 因为 
f xn=(rxe)pit+ (px ez)p2 t+ [(r x Pp) Xx ez]p3 
= (yez 一 Zey)pl 十 (pyez 3 Pzrey)p2 证 [Myes 和 Mrey]p3, 


这 与 前 面 的 表示 式 相 同 , 由 此 待 证 的 结论 得 证 . 
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843 ”作为 坐标 函数 的 作用 量 
843.1 ”内容 提要 
当 将 哈密 顿 作 用 量 
5S= / “a (043.1) 


中 的 积分 看 作 是 沿 着 实际 运动 轨道 的 积分 , 则 5S 是 积分 上 下 限 中 坐标 值 的 
函数 , 相应 有 


dS = pdg® — HOqt®Y) - S pV ag + HOdD. (043.7) 


这 个 关系 对 系统 的 可 能 运动 的 范围 施加 了 一 定 的 限制 . 
如 果 将 坐标 和 动量 视 为 可 以 独立 变 分 的 变量 , 则 可 以 由 最 小 作用 量 原 
理 从 下 列 形式 的 作用 量 推导 出 哈密 顿 方 程 (040.4) 


一 | 3 Didqgi 一 ou (043.8) 


843.2 ”内容 补充 


1. 作用 量 (o43.1) 的 变 分 
t2 

对 作用 量 (043.1) 即 5 = L(t,g,9)dt 进行 变 分 , 有 
t 


1 


SS 三 [ (Kat $00)at 
这 里 需要 注意 两 点 , 一 是 考虑 的 是 等 时 变 分 , 二 是 针对 完整 系统 的 , 这 样 
变 分 运算 和 积分 运算 可 交换 次 序 , 即 对 积分 的 变 分 可 以 直接 化 为 对 被 积 
函数 进行 变 分 . 注意 到 变 分 和 微分 可 以 交换 次 序 8¢ = Faq, 则 有 D5 
d /ooL oL 村 2 二 
号 ( 吕 a) - 并 ( 笋 80 将 上 式 中 的 第 二 项 分 部 积分 可 得 


Od 
oaL. | tt /oaL dp 应 tt /aL deoL 

85 = 一 8 Sgqdt = p8 gd 
+/ (BE 于 ) 氏 (二 bi 


Od 
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对 于 多 自由 度 的 情况 , 类 似 地 处 理 , 有 
55 = i 中 和 (元 -各 好 ) sad 
= = 2 pidg: + ( 颖 - 号 中 )aodt 


对 于 实际 和 运动 , 上 式 变 为 











05 = > Piadi 





t1 
公式 (o43.7) 
如 果 不 附 加 导出 (o43.2) 的 条 件 sgi(t1) = 0, 则 由 (43.1) 得 


ss > ed = 2 al 


由 此 式 可 知 
O05 (2) 05 _ a) 


Bq i ， Bq Ts 





如 果 将 3 看 成 坐标 和 时 间 的 函数 , S = S(t ,qt ,t(2),q(2), 则 有 








dS 95 05 40) = 05 (2) ,(2) 
dt 二 Be) + 2 Bq =o 仙 ， 


TD 二 到 DJ + 二 Ba (9 4 = 0 一 
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(43.1) 


但 是 
4d5 _ra do __ ro 
dt(2) dt(1) : 
所 以 
05 (2) _ (2) ;2 = (2) (1) a (1) (1) 
Bt(2) = Zn :人 SS SP 
从 而 有 
-HO pe Ty 加 SN Dm 和 
t 一 多 
又 因为 


dS = | | dt er 岂 
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ds 
元 5J 和 的 表示 式 , 可 得 


d4S= 》 pdg® — HOt®) — pV dg + HV. 
i t 


代入 


这 就 是 (043.7). 

3. 正则 方程 变 分 原理 推导 中 6p 的 独立 性 问题 

假定 所 考虑 的 系统 是 完整 系统 , 则 变 分 和 积分 可 交换 次 序 . 对 作用 量 
(o43.8) 进行 变 分 运算 并 据 最 小 作用 量 原理 可 得 


2 >, (pra 十 GkOPEk 一 Bp 一 Baar) dt = 0. 

对 上 式 第 一 项 应 用 分 部 积分 , 则 得 
人 > | (5 这 87 一 (i 十 沁 ) da| dt 二 Prdq 
取 固 定 边 界 条 件 swk 人 5) = 5gx(t2) = 0, 则 上 式 可 写 为 如 下 形式 


t2 oH oF 
和 | (Gs) Spe— (pr+ oe )8gr| dt=0. 43.2 
站 [(& 2 ) Dk (i Be ) a (43.2) 


注意 到 , 在 将 作用 量 (043.1) 改写 为 (043.8) 时 已 经 应 用 了 勒 让 德 变换 , 而 变 
换 要 求 


t2 
=0, 


t1 





,OH 

六 一 训 (k=1,2,...,s) (43.3) 
由 (43.3) 式 得 出 

0 (k=1,2,...,5) 


代入 (43.2) 式 得 出 spk 的 系数 为 零 . 而 (43.2) 式 中 69x 是 任意 的 , 故 其 系数 
为 零 . 这 样 我 们 就 得 出 了 另外 s 个 正则 方程 


了 三 一 二 一， (k=1,2,... ,8) (43.4) 


上 面 通过 最 小 作用 量 原理 导出 哈密 顿 正 则 方程 的 过 程 与 《力学 》 中 给 
出 的 过 程 有 点 小 的 区 别 , 这 里 没有 直接 认为 gp 的 变 分 是 相互 独立 的 . 对 
此 以 及 其 它 相关 的 问题 是 需要 作 进一步 说 明 的 . 

人 正则 方程 (43.3) 是 与 广义 动量 的 定义 pi = 让 相关 的 . 由 哈密 屯 


函数 的 定义 
H=) ,dpe—L 
天 
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及 工 通过 与 px 关联 , 即 j= 各 (dp 则 





OH . Od; OL Od; 
古 ) £ 个 > £ ? 
Bos — H+ 2 7 Bor ~ 2 Bd; Bp 


代入 pi 的 诸葛 二 则 得 
dk 


oF _, 
Opk = Qk, 


即 正则 方程 的 另 一 部 分 是 由 pi = 汉 导出 的 . 
Gi) 如果 同 gq 一 样 将 ps 也 作为 独立 变量 , 则 必须 同时 将 pi = 完 或 
者 它 的 道 变换 (43.3) 作为 运动 方程 , 而 不 是 作为 定义 对 待 . 所 以 系统 的 运 


动 规律 应 由 (43.3) 式 和 (43.4) 式 联 立 表示 . 
上 述 这 两 点 说 明 表 示 , 如 将 正则 方程 二 办 作为 运动 方程 , 则 将 


ih 入 视 为 运动 方程 就 是 自然 的 , 于 是 在 拉 格 朗 日 动力 学 理论 中 , gx = 


人 (qn) 也 就 可 以 作为 运动 方程 了 . 

(ii) 在 哈密 顿 力学 中 sg 是 任意 的 , 但 5ps 则 不 是 任意 的 , 尽管 ge 和 
ph 均 是 独立 变量 0. 原因 在 于 , 一 旦 选 定 了 sgk, 则 系统 在 规定 的 时 间 内 必 
须 到 达 变 分 路 径 上 的 某 一 特定 位 置 , 而 在 实际 路 径 上 也 有 一 确定 的 位 置 与 
其 对 应 (参见 图 7.2), 因而 jr 的 值 随 之 确定 . 因 pi 与 j 有 关系 , 当 Gn 确定 ， 
则 mx 也 将 确定 , 由 此 spx 将 不 能 任意 取 值 . 





4 变 分 路 径 





图 7.2 


@ 参见 , 吴 大 玄 . 古典 动力 学 . 科学 出 版 社 , 1983 年 , p200-204; 2010 年 简体 字 版 ， 
p143-146. 
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(iv) 在 两 端点 处 sw 等 于 零 ,但 spx 在 两 端点 处 不 一 定 等 于 零 @. 因为 
对 等 时 变 分 问题 ， 


, d 
Sgk = oak (k = 1, 2 5. ; 8) 


上 式 右 边 表示 尽管 在 端点 妇 或 to 人 处 6gk(t)li=t = Shi = 0， 但 
Sqr(t 十 At) (其 中 上 = 让 或 4 = 如) 一 般 不 等 于 零 ， 因而 Seq = 








lmao ae 一) 在 两 端点 处 也 不 一 定 等 于 零 . 而 px 通过 pk = 
完 与 各 办 联系 , 由 此 可 知 在 两 端点 处 spk 不 一 定 等 于 零 
844 莫 培 督 原理 
844.1 内 容 提 要 

对 于 所 有 满足 能 量 守 恒定 律 且 在 任意 时 刻 通过 终点 的 轨道 , 下 述 简 约 
作用 量 有 极 小 值 , 


So = [ Sas (044.4) 


即 由 550 = 0 可 确定 系统 的 运动 轨道 . 当 将 上 式 中 的 p; 用 gi,dg; 以 及 参数 
五 表示 时 , 这 样 的 变 分 原理 55o = 0 称 为 莫 培 督 原理 ®. 
当 拉 格 朗 日 函数 具有 (05.5) 的 形式 时 , 简约 作用 量 为 


50 = / 2(B—U)Y aikdqidqgk. (044.9) 
ik 


相应 地 确定 单个 质点 系统 轨道 的 变 分 原理 为 @ 
5 站 V2m(E —U)dl = 0， (044.10) 


其 中 积分 是 治 空间 中 两 个 给 定点 之 间 路 径 的 积分 . 确定 运动 随时 间 变 化 
的 方程 为 


> aikdqidqk 


2(E—U) = = (044.12) 





参见 , D.T. 格林 伍德 . 经 典 动力 学 . 孙 国 锟 译 . 科学 出 版 社 , 1982, p211. 
@ Pierre-Louis Moreau de Maupertuis, 1698—1759, 法 国 数学 家 , 物理 学 家 和 哲学 家 . 
@ 这 个 变 分 原理 也 称 为 雅 可 比 最 小 作用 量 原理 . 
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844.2 ”内 容 补充 


1. 等 时 变 分 和 全 变 分 

在 得 到 关系 (o44.1) 时 已 经 假定 上 有 变 分 t 关 0, 因而 由 此 出 发 得 到 的 
莫 培 督 原理 所 涉及 的 变 分 就 不 是 等 时 变 分 , 这 与 最 小 作用 量 原理 也 即 哈密 
顿 原 理 中 的 变 分 是 不 相同 的 . 后 者 中 的 变 分 是 等 时 变 分 , 即 5t = 0. 在 文献 
中 , 通常 将 莫 培 督 原理 中 的 变 分 称 为 全 变 分 , 一 般 用 A 表示 相应 的 变 分 运 
算 , 而 《力学 》 中 则 采用 了 与 等 时 变 分 相同 的 符号 5 表示 这 样 的 变 分 . 在 
82 节 的 内 容 补充 中 我 们 给 出 了 两 者 之 间 的 关系 . 

2. 莫 培 督 原理 和 拉 格 朗 日 方程 

在 变 分 原理 (o44.10) 中 , di 表示 轨道 的 微 元 . 但 是 即使 轨道 的 端点 是 
固定 的 , 变 分 轨道 与 实际 轨道 的 总 长 度 是 不 相同 的 ,于 是 积分 限 是 不 确定 
的 . 因此 在 使 用 这 个 变 分 原理 时 , 实际 上 往往 用 另外 一 个 在 端点 有 确定 值 
的 参数 (例如 选取 广义 坐标 之 一 ) 来 表示 dl 以 及 各 广义 坐标 , 这 样 就 可 将 
变 分 原理 (o44.10) 变 为 通常 的 变 分 问题 , 相应 的 轨道 方程 就 是 通常 变 分 问 
题 中 的 欧 拉 - 拉 格 朗 上 日 方程 , 参见 本 节 习 题 2 的 说 明 . 


844.3 “习题 解答 
习题 1 试 由 变 分 原理 (o44.10) 推导 出 轨道 的 微分 方程 . 
解 : 对 (o44.10) 中 的 积分 VS 珈 -DJdl 进行 变 分 ， 有 
5 /VE-Duw= /an 2( 互 二 D) + (5d1) 2( 互 = 可 |. 


因为 dl 是 轨道 上 的 微 元 , 其 值 等 于 dr 的 大 小 , 即 di = |dr|, 或 者 (dl)? = 

|dr|? = dr .dr. 由 此 可 得 
did(51) = dr .d(sr)，d81 = ss 
又 因 万 为 常量 , 则 6V2( 思 ~U) 只 需 对 其 中 的 U 求 交 分 ,于 
OU or 

5 VaE -Ta=- |/ (Fs — VE— TT a 

但 是 
VE-0$ adr) =a| 五 一 5 等 -ar| -a (VE-0T) ar 

则 分 部 积分 后 , 有 


5/ VAE Tar ME 了 | -/( 守 (V0 ) ar) 
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已 积 出 的 部 分 是 边界 项 , 等 于 零 . 令 剩 余部 分 的 被 积 函 数 中 8r 的 系数 等 于 
零 , 可 得 运动 方程 





计算 上 式 中 左边 的 微分 , 有 
2VE-D|(YVE-0) Sr Ve-0|=7, 


Bp 
也 即 


对 上 式 整 理 , 可 得 
dzr FF-(F.t)t 
d12 2(E—U) 
其 中 t= 二 dr/dl. 前 面 已 经 说 过 dl = |dr|, 则 去 就 是 轨道 切线 方向 的 单位 夭 
量 . 因为 dzr/d12 = dt/dl = 二 n/R, 这 里 民 为 轨道 的 曲率 半径 , n 是 轨道 主 法 
线 方 向 的 单位 矢量 , 下 一 (FF.)t 是 力 在 轨道 主 法 线 方 向 的 分 量 琴 .将 E-U 
换 为 mv?/2, 则 由 上 式 可 得 
my? 
全 过 
这 正 是 曲线 运动 中 动力 学 方程 沿 法 线 方向 的 分 量 式 . 
习题 2 [补充 ] 根据 莫 培 督 原理 求 质量 为 m 的 质点 在 万 有 引力 作用 下 
的 运动 轨道 . 
解 : 取 质 点 为 系统 , 引力 中 心 为 坐标 原点 . 在 有 心力 作用 下 , 质点 作 平 
面 运动 ,有 两 个 自由 度 . 取 平 面 极 坐标 7,y 为 广义 坐标 , 则 系统 的 动能 为 





=h,. 


'_ 1 
= om 12 + r2p2). (1) 
由 (1) 可 知 , 轨道 的 微 元 为 
(dD)? = (dr) 十 r2(dp)2 = (r? +r?)(dyp)?, (2) 
其 中 一代. 系统 的 势能 
p 
吕 = 一 一 ， (3) 
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这 里 Qa 二 GmM, AM 是 对 质点 有 万 有 引力 的 物体 的 质量 . 
由 莫 培 督 原理 , 有 


5 Va 二 Du=s/Vz 人 一 ) Viap= 0， (4) 


Wy 


0 fy2( Tverrjdyp = / Fr V(r? 十 r2)8r 十 


aGAN 7497 + rer 
2 (B+) et hr 








a 
2 | 互 十 一 
= er (Fr2 十 72) 十 r 人 
2 (BE+2) 
2(E+2) 2(E+?) 
< Sr dy 二 r/ Sy 
dp rr rma 
三 由 


上 式 中 对 含 sr' 的 部 分 进行 了 分 分 . 考虑 到 在 边界 上 有 5r = 0, 则 上 式 
中 积 出 的 部 分 等 于 零 . 因为 积分 > 


零 , 由 此 可 得 运动 微分 方程 为 
已 已 
| 2 (E+) gi 2 (E+2) 
本 | 放生 
2( 已 + 和 
CC 


2 (E+2) 
将 式 (5) 中 各 项 同时 乘 以 m 后 再 加 减 Tr"| 一 5 一 上 5 和, 则 有 
TF" 


2 (E+?) 2 (E+=) 
/ / j RR 
”dp 人 7 避 计 m2 ph 0 


全 2 (E+ =) 
a 


2 (至 十 二) 
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即 

2 (E+?) 和 

r2 i 一 ya (5 十 <) rer) =0; 
对 上 式 积分 可 得 
人 二 | 人 ”二 人 (6) 
其 中 CO 是 积分 常数 
由 式 (6) 整理 可 得 
dr 27 2 


如 果 选 取 质 点 运动 过 程 中 7+ 取 最 小 值 时 所 在 位 置 ( 即 近 心 点 ) 与 力 心 的 连 
线 为 p 的 基准 方向 , 即 极 轴 方 向 ;也 即 t= 二 0 时 , 9 = 二 0, 7 二 rmin 二 70, 则 对 式 
(7) 积分 可 得 


方太 = arcsin (rs er se ) - C 
WE i rm) ~ (8) 
Br + er 一 一- 


其 中 C' 为 另 一 个 积分 常数 . 
现在 确定 积分 常数 . 注意 到 在 ro 处 7=0, 此 时 也 有 “= 于 = 代入 
式 (6) 可 得 


再 将 p 二 0 时 + 二 ro 代入 式 (8), 可 得 C' = 灾 . 如 果 用 初始 条 件 表示 加 有 
百 = mi 癌 一 全 ,由 此 可 知 C 的 大 小 为 
1 M 
IC|= pe) =- 
其 中 M 是 质点 相对 于 力 心 的 角 动 量 的 大 小 . 
将 C 和 C' 的 表示 式 代 入 式 (8) 可 得 轨道 方程 为 
M?/(am) 


a 1+ Vit om coswp (9) 
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这 是 圆锥 曲线 方程 , 与 第 三 章 的 结果 (015.5) 相同 . 
在 现在 的 情况 下 , 方程 (o44.12) 为 


ml(dr)? 十 (rdp)3] 可 dr 三 二 一 条. 





将 式 (9) (也 即 式 (015.5)) 代入 上 式 并 经 整理 就 可 化 为 (014.6) 的 形式 , 它 确 
定 7 与 时 间 t 的 关系 . 

说 明 : 当 将 变 分 原理 写 为 (4) 的 形式 时 (这 里 将 广义 坐标 p 取 为 参数 )， 
可 以 将 其 视 为 求 泛 函 下 为 


F= 2 (B+?)Vratr, (10) 
的 积分 的 变 分 问题 ,相应 地 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 为 
了 (or _ o_o 
dp \ Or’ Or 
由 该 方程 可 得 到 与 式 (5) 相同 的 方程 . 
845 正则 变换 


845.1 ”内容 提要 
从 2s 个 独立 变量 p 和 4 变换 到 新 变量 已 和 @, 即 有 


;i = QB; bs 六 = P.(p, gq,t), (045.2) 
且 要 求 新 变量 P, 8 满足 下 列 正则 方程 
s OH' oH’ 
Qi = OB i 二 -a0 (045.3) 
其 中 HH'(P,Q@) 是 新 的 哈密 顿 函 数 , 这 样 的 变换 称 为 正则 变换 . 
一 个 变换 是 正则 的 充分 条 件 为 
dF = pidgi— > PdQi+(H’— H)dt, (045.6) 
其 中 下 称 为 母 函 数 @. 


四 也 常 称 为 生成 函数 . 
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第 一 类 母 函 数 为 F = F(w, Qi), 即 是 广义 坐标 ty Ql = 1,2,.… ;3) 和 
时 间 t 的 函数 , 相应 的 微分 式 为 (045.6), 而 变换 关系 为 


oF OF 要 OF 
pe R= -go H’=H+ pr (045.7) 
第 二 类 母 函 数 为 6 = 6(g,P,t), 即 是 广义 坐标 gi(i = 1,2,… ,s), 广义 动量 
Pi(i==1,2,…,s) 和 时 间 t 的 防 数 , 相应 的 微分 式 为 





d=) pidg+ > ,QidP+(H’— H)dt. (45.1) 
RN DG DG DG 
一 ”一 一 一 ) 一 ”一 一 一 / 一 一 一 

Pi 一 Bg; Qi OP,’ H 及 十 Bt (045.8) 


正则 变换 的 基本 特性 之 一 是 保 泊 松 括号 不 变性 . 设 {/,9},, 是 相对 于 
变量 p,q 进行 微分 运算 的 了 和 9 的 泊 松 括号 , 而 {f,9}po 是 相对 于 变量 已 
Q 进行 微分 运算 的 / 和 9 的 泊 松 括号 , 则 有 


{f,g9}»,a = {f,9}p.0: (045.9) 


另 一 个 重要 的 性 质 是 , 系统 的 运动 , 即 变 量 bp, g 随时 间 的 变化 也 是 一 个 正 
则 变换 , 其 母 函 数 为 -5. 这 样 , 正则 变换 下 不 变 的 量 也 就 是 不 随时 间 变 化 
的 量 . 
p,q4 一 PQ 的 变换 是 正则 变换 的 条 件 也 可 以 用 泊 松 括号 表示 为 
{@iQkjy 一 小 {Pi, Pr},o = |0; {Pi, Qk}yp,o = Sk. (045.10) 
845.2 内容 补充 


1. 四 类 母 函 数 

《力学 》 中 给 出 了 两 类 母 函 数 , 即 已 = F(q,Q,t) 以 及 5 = 6(g, Pt). 实 
际 上 还 有 另外 两 类 母 函数 , 即 G = G(p,Q,t) 以 及 环 =(p, Pt), 它们 之 间 
可 以 通过 勒 让 德 变换 联系 起 来 . 

母 隐 数 G(p,Q@,t) 可 以 由 五 作 下 列 勒 让 德 变换 得 到 


G=F- ,gp (45.2) 
它 的 微分 式 为 


dG=— gdpi— > PdQit+(H’— H)dt. (45.3) 
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OG OG ， aG 
下 一 一 页 R= H 一 万 十 Ot (45.4) 
母 函 数 严 (p, P,t) 可 以 由 6 作 勒 让 德 变 换 得 到 , 即 
p= 8— 2 gp (45.5) 
相应 的 微分 式 为 
dy =—》 gdp+ > QidP+(H’— H)dt. (45.6) 
和 OV Ov 0 
注意 , 也 可 由 作 变换 得 到 ， 
图 二 十 > QB = >》 gipi. (45.8) 


注意 , 出 现在 微分 关系 (o45.6), (45.1), (45.3) 和 (45.6) 右边 微分 符号 d 
后 面 的 变量 , 即 (gq;, Qi, (qi; 刀 ), (Dean 已 ) 在 热力 学 中 称 之 为 自然 变量 . 
由 这 些微 分 关系 导出 的 变换 关系 在 力学 中 就 是 所 要 求 的 正则 变换 , 而 在 热 
力学 中 则 可 以 导出 热力 学 变量 (如 压强 , 体积 ) 与 热力 学 函数 ( 即 这 里 的 母 
函数 ) 之 间 的 关系 以 及 麦克 斯 韦 关 系 Q@. 但 是 从 确定 系统 状态 的 角度 看 , 也 
可 以 选取 其 它 独立 变量 组 合 , 例如 (qi,pi), (Qi, 忆 ), 这 样 也 可 以 得 到 一 些 有 
用 的 关系 . 在 热力 学 中 这 一 点 是 非常 重要 的 , 例如 由 此 可 建立 热力 学 函数 
与 可 测量 量 之 间 的 关系 . 

2. 无 穷 小 正则 变换 与 运动 积分 

无 穷 小 正则 变换 是 指 , 在 该 变换 下 正则 变量 变换 前 后 的 差别 是 无 穷 小 
量 . 选取 母 函数 $(g, P), 由 (o45.8) 可 知 形式 为 总 ;giP; 的 母 函 数 产生 的 变 
换 是 恒 等 变 换 , 即 有 Q; = gi;, P= pi. 为 考虑 无 穷 小 变换 , 设 





$= gb+ep(g, P), (45.9) 


i=1 


式 中 = 是 某 个 无 限 小 参数 . 由 (o45.8) 可 知 , 上 述 母 聘 数 给 出 变换 公式 





Bs 

Og: pe 
7 Wa 
i SB oP,’ 


”” @ 可 参见 热力 学 统计 物理 教材 的 相关 部 分 , 例如 , 朗 道 , 栗 弗 席 兹 . 统计 物理 1 (第 
五 版 ). 束 仁 贵 , 束 芝 译 . 高 等 教育 出 版 社 , 2011. 
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即 


Pi = pi; -es 
二 (45.10) 
Qi = 


可 见 , 母 函 数 (45.9) 产生 的 变换 能 确保 变换 前 后 的 正则 变量 只 相差 数量 级 
为 < 的 小 量 . 

在 (45.10) 的 后 一 式 中 , 可 将 右边 第 二 项 里 的 8/9P; 改 为 9/6pi, 由 此 引 
起 该 项 有 数量 级 为 s2 的 误差 , 这 个 误差 和 其 它 各 项 的 量 级 相 比 完全 可 以 
忽略 不 计 . 因此 , 可 以 将 变换 公式 (45.10) 改写 为 


和 = = 
,eR (45.11) 
Do 
Qi = git Es, 
Op; 


这 里 $= 9(g,p). 通常 也 将 p(g,p) 称 为 无 限 小 正则 变换 (45.11) 的 母 函数 @. 
变换 公式 (45.11) 也 可 以 写成 





dq = Qi — qi = ed 

人 (45.12) 
as 
Di 2 Bq 


如 果 取 母 函数 为 系统 的 哈密 顿 函 数 $ = HH(g,p,), 且 se = dt, 则 按 式 
(45.12) 有 无 限 小 正则 变换 为 








dgqi -dg 
ds ee Sl 
Di 二 Bq; 
即 
on 
Dt 二 ~ 6g; 
oH (i= 1,2,... ,s). (45.13) 
gi Op; 


这 正 是 哈密 顿 方程 . 上 述 结果 表明 , 以 哈密 顿 函数 及 (p,g,t) 为 母 函数 , 以 dt 
为 参数 的 无 限 小 正则 变换 描述 了 力学 系统 在 dt 时 间 里 的 运动 , 故 系统 的 
运动 的 求解 等 同 于 找到 合适 的 正则 变换 . 

四 从 变换 的 代数 结构 的 角度 来 看 , 这 里 的 $ 实际 上 在 文献 中 一 般 称 为 生成 元 


(generator). 
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因为 无 限 小 正则 变换 表示 力学 系统 的 运动 , 相应 地 任何 一 个 力学 量 f 
的 值 也 将 发 生变 化 . 如 果 f 不 显 含 时 间 , 则 有 
YY 
一 2 (ze ” dp 
将 变换 公式 (45.12) 代入 上 式 ， 


三 Of op of 99 
I 2 (a Opi Opi 让 (45.14) 








按照 泊 松 括号 的 定义 , (45.14) 的 右边 正 是 {9, 了}, 所 以 力学 量 f 的 变化 为 
df =e{9,f}. (45.15) 


如 取 f= 五 , 则 有 
dH =e{¢,H}. (45.16) 


设 5 是 系统 的 某 个 运动 积分 , 且 不 显 含 时 间 tt, 则 由 (042.3) 可 知 {H,9} = 0. 
将 此 代入 (45.16) 得 dH =0, 即 在 以 9 为 母 函 数 的 无 限 小 正则 变换 下 , 哈密 
顿 本 数 互 不 变 . 这 个 结果 表示 , 如 果 以 $$ 为 母 洱 数 的 无 限 小 正则 变换 使 
保持 不 变 , 则 $ 是 系统 的 运动 积分 . 这 样 的 $ 是 与 系统 对 称 性 相关 联 的 对 
称 操作 的 生成 元 , 于 是 系统 的 运动 积分 就 与 系统 的 对 称 性 联系 起 来 了 . 这 
是 一 个 非常 重要 的 结果 , 它 将 确定 系统 的 运动 积分 归结 为 分 析 系 统 的 哈密 
顿 函 数 的 对 称 性 质 , 即 确定 哈密 顿 函数 在 哪些 变换 下 不 变 , 这 些 对 称 变换 
的 母 函 数 就 是 系统 的 运动 积分 . 

3. 线性 正则 变换 与 哈密 顿 函数 的 结构 

前 面 已 经 知道 , 勒 让 德 变换 不 改变 结构 . 但 是 , 正则 变换 一 般 会 改变 
哈密 顿 函数 的 结构 , 这 正 是 采用 正则 变换 的 目的 之 一 , 以 便 通 过 这 种 变换 
可 以 简化 问题 的 求解 . 一 个 明显 的 例子 是 , 在 以 作用 量 (文献 中 通常 称 为 
哈密 顿 特性 函数 ) 5(g, 8,t) 作为 母 函 数 时 , 变换 后 的 哈密 顿 函数 为 H'=0 
(相关 讨论 参见 843 和 847), 这 与 变换 前 的 哈密 顿 函数 五 的 结构 是 完全 不 
同 的 . 其 它 的 实例 见 本 节 的 补充 习题 部 分 . 

也 正 是 因为 正则 变换 改变 哈密 顿 函 数 的 结构 ,因此 一 般 情况 下 , 变换 后 


的 哈密 顿 函 数 H' 不 存在 对 应 的 拉 格 朗 日 函数 即 (8,0,0) 六 PO- 
t=:1 


及 '(Q,; PP,t) 是 没有 意义 的 . 
正则 变换 改变 哈密 顿 函 数 的 结构 的 原因 在 于 , 通常 情况 下 正则 变换 是 
非 线性 变换 . 如 果 正 则 变换 是 线性 的 , 是 否 会 保 结构 呢 ? 下 面具 体 考虑 这 样 
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的 变换 , 先 讨论 其 为 正则 变换 的 条 件 . 设 线 性 正则 变换 为 
Qi = > (aigj + biypy), 


和 
妖 竺 》 (czg 十 dijpi); 

j=1 
其 中 we b Ch os diy 可 以 是 时 间 t 的 函数 ， 但 均 与 q,p 无 关 . 当 要 求 上 述 术 变 换 
是 正则 的 , 则 a,b,c,a 之 间 有 限制 条 件 , 它们 可 以 用 多 种 方法 求 出 , 下 面 通 
过 正则 变换 是 保 泊 松 括号 的 性 质 找 出 这 种 条 件 . 利用 变换 (45.17), 三 组 泊 


松 括号 分 别 为 
OP; 0Q; OP;0Q; 
{Pi, Q;} = > 人， 和 Oqk me 


(45.17) 





于 (ajgdik — bjkCik) = i, 
k= 


_ /Qi00; _ 0Q: 0Q; 
{Qi, Qi} = 2 [a Bo DGK 党 





-过 (DigQjk tk) = > 0， 


OP; op; 8PBP 
= 立 ( 名 Ogqk Ogqx 2 





一 = ikCIk — Cikdjk) = 0, 


k=1 
其 中 每 式 最 后 一 个 等 号 是 Qi 已 为 共 斩 正 则 变量 的 要 求 . 上 述 条 件 用 和 矩阵 
形式 表示 时 即 为 


ADT- BCT=I, AB -BA =0, CDI-DCc7=0， (45.18) 


其 中 A = (a;;), B= (bj),C = (cj),D = (dj) 均 为 nxn 和 窍 阵 ,TT 为 nxn 的 
单位 矩阵 , 上 标 了 表示 和 矩阵 的 转 置 , 
将 线性 变换 (45.17) 用 矩阵 表示 为 


ea 人 
wa 可 


如 记 
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利用 条 件 (45.18), 可 证 和 矩阵 M 的 逆 为 
ee ee | 
= 了 2 A’ 


由 此 , 变换 (45.17) 的 逆 为 


四 2 人 


全 一 >》 (djiQi — biiP;), 


j=1 


即 


5 
pi = > (一 cjiQ@i + oiiP). 


j=1 


如 变换 前 哈密 顿 函数 具有 840 补充 内 容 3 中 所 述 的 形式 
H= (pr -a )M i(p—a)—7y+U(g), 


且 变换 (45.17) 不 显 含 时 间 二 则 万 在 线性 正则 变换 后 的 形式 为 
Ee 


= 3(-QTC+ PTA-a')M !(-C'Q+ATP-a)—-7y+U(Q,P). 
变换 后 的 哈密 顿 函数 仍然 包含 广义 动量 的 二 次 齐 次 式 , 一 次 齐 次 式 和 零 次 
齐 次 式 . 但 是 因为 势 函 数 部 分 在 变换 后 也 会 与 广义 动量 有 关 , 而 势 函 数 与 
gq 的 关系 一 般 是 比较 复杂 的 , 由 此 变换 后 哈密 顿 函数 的 结构 将 与 变换 前 不 
同 , 即 结构 发 生变 化 . 
为 明确 起 见 , 考虑 一 个 自由 度 的 情况 , 此 时 变换 (45.17) 退化 为 

Q = ag + bp, 

P= cg+dp, 
而 条 件 (45.18) 变 为 

ad—bc=1. 
在 此 条 件 下 , 变换 可 改写 为 

qg = dQ — bP, 

p= —cQ+aP. 
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变换 相应 的 母 函 数 FF(g,Q@) 为 
下 (9， Q) = —bcgp 一 jacg 3bdp? = = 吉 + gqQ es 0 
如 原来 的 哈密 顿 函 数 为 
H=(p a0)* —7Y+ Ul(g), 


且 设 U(g)=k/g (k 为 常数 ), 则 变换 后 , 有 





1 k 
1 上 2 _ yd em hs 
= pk cQ+aP— ao) 1 


如 果 将 上 式 中 最 后 一 项 用 级 数 表示 , 则 含有 广义 动量 了 的 任意 次 客 


见 , 变换 前 后 哈密 顿 函 数 关 于 广义 动量 依赖 关系 的 结构 改变 了 . 
845.3 补充 习题 


习题 1 证 明 Bf(g,t) 
对 一 qi 以 = 


是 正则 变换 . 


项 . 可 


证 明 : ee 变换 是 正则 的 ， 需 要 证 明正 则 变量 (pi,g) 满足 方程 


(o45.10). 因 为 5 各 二 0, 则 有 








下 Ogq; 64， 6d! 3] 
qi, gktap = Bo | 一 
{ kjap > 上 Og; Ogq; Op; 








Op: Opk _ OP: | 
/ / 一 i 
{pi, Pk}ap > 名 00 00 Op; 


人 
7 “09j69k ”60j60 7 

2 O02f of 三 
Bow okpu 


DOp Og Op’ Ogq, 
A -2 Bp; Ba ~ Boy Bp =»》 6 0 = Oik. 
{p;, qk }a,p 区 di Og; Op; CIK k 








以 及 


可 见 与 变换 前 的 更 量 漠 足 相 同形 式 的 基本 关系 , 即 变换 是 正则 变换 . 
习题 2 给 定 下 列 变 换 


= po-lhng 





于 gq 
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(i) 证 明 上 述 变换 是 正则 变换 ; (ii) 求 出 变换 的 母 函 数 F(q,GQ)i (iii) 来 母 函 数 














$(g, P). 
解 : (i) 只 要 计算 泊 松 括号 
OPOQ OPoOc 
{PQlos = pOg gp 

(后 
加 也 sin2g dtang 
四 可 1 三 这 
sin2g tan2g > 

故 变 挽 是 正则 变换. 


(i) 对 变换 关系 (045.7) 的 第 一 式 积 分 , 有 
F(a,Q)= / pla Q) da+ (0) = f Qtangaa + 1(Q) 
= —Qlncosg+t (80), 


(1) 


其 中 f(Q@) 为 待定 函数 , 可 由 (045.7) 的 第 二 式 确定 到 相差 一 个 任意 常数 . 将 


该 F(dQ) 代入 (045.7) 的 第 二 式 , 有 





P= -$0 Incosg 定 : 
又 由 题 给 变换 可 得 
Pal 
将 式 (3) 代入 式 (2) 可 得 m 
有 二 和 多 
对 上 式 积 分 , 可 得 
JIG@)=QlnQ —1), 


其 中 略 去 了 无 关 紧 要 的 积分 常数 . 将 式 (4) 代 回 式 (1) 可 得 母 函 数 为 





F(g,Q)= -QIncosg+ Q(InQ -1)=Q 区 和 三 . 
(ii) 由 题 给 变换 消去 p 可 得 关系 
Q = e-? cosg. 


由 勒 让 德 变换 并 利用 式 (6), 可 得 


$(g,P)=F+QP= a (ni -1+P)- —e-? cosg. 


(2) 


(6) 


(7) 
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习题 3 设 系 统 的 哈密 顿 苑 数 为 


1 2 2 2 
H= 5br 十 py t+ pz)+ mgz. 
取 母 函数 为 

p(TI,Y, Zs Dis pyr Dz) = Dz3 


根据 (45.12) 可 知 该 母 函数 产生 变换 
dz=dy=0, dz=é€, dpz = dpy = dp; = 0, 


即 有 沿 z 方 向 的 平移 . 因为 
opzo Op:0H _ 








{$BH}= {sp., H} = Ops Oz Oz Op; = mg@A*0, 
则 上 述 母 函数 产生 的 变换 改变 哈密 顿 函 数 万 . 


p(T,Y,z, Pr, Py, pz) = pz, 
则 该 母 泡 数 产 生变 换 为 
dr=é, dy=dz=0, dpz = dpy = dpz = 0, 
这 相应 于 在 zx 方向 有 平移 , 因为 
Op OH Opz OH _ 


{gH tp B= Or 
故 上 述 母 函数 产生 的 变换 不 改变 万 . 类 似 地 可 证 明 , 如 取 ==py, 它 将 产生 
方向 的 平移 并 且 也 不 改变 万 . 
如 果 取 母 函 数 为 





9 = Mz = Tpy — Yypz, 
此 时 由 (45.12) 可 知 相 应 的 变换 为 

















ds=& 39 sls = 一 < 
Opz Op ， 
dy 一 2 一 EX 
Op Opy | 
DO OM; 
有 “Bp: op: 
dps = -et = eee 三 —ep. 
, Or Dr 
i 0 9M; 
Dy “By Ov 一 EDrz， 
Me 
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它 产 生 绕 z 轴 的 顺 时 针 转 动 , E 为 转动 角度 . 注意 到 是 小 量 , 所 以 可 作 近 
似 siness,coss 闪 1. 在 这 种 情况 下 , 有 


OM0H OOM; oH 














Wt se Op: Ox Or Bp 
OM,; oH 本 OM ; oH OOM: OH _ 09M; OH 
Opy Oy Opy Op: Oz Oz Op: 
二 0 一 pu = (= pa) = 0, 


即 由 Ms 作为 母 函 数 产生 的 贞 帮 厂 半 世间 吾 . 如 果 分 别 取 Mi, AM 作为 母 
函数 , 它们 对 应 的 变换 要 改变 万 . 
综 上 可 见 , pz,py Ms 是 系统 的 运动 积分 . 























习题 4 对 于 二 维 简 谐振 子 系统 其 哈密 顿 函 数 为 
于 = 元 +p3) 二 3 + wag2). 
取 母 函数 为 
F(g, @) = sm(w1g? cot Qi + w2g2 cot Q2), 
则 有 变换 为 
r 
D1 三 oo = Mw1iqi cot Q1, 
Ogi 
oF 
Da = —— = mw2qg2 cot (2, 
Ogq2 
商 二 - oF 机 mw1g? 
OQ1 2sin2Qli 
汪 miw2g3 
OQ2 2sin? Q2 
即 
六 1 Pl 
mw1g1 
Qs 2 t—1 D2 
MWw2g2 
2 
_ pr ,1 2 
P 一 Dymo 十 31 
2 
p2 , 
re Mi 


在 上 述 变换 下 , 变换 后 的 哈密 顿 函数 为 
H’ = wiP + woP. 


原来 的 也 与 pi 和 ps 的 二 次 方 成 正比 ,但 有 H' 正 比 于 已 和 已 的 一 次 方 . 变 
换 前 后 ,哈密 上 顿 函 数 的 结构 有 变化 ,这 是 变换 为 非 线 性 的 结果 ， 
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846 ” 刘 维 尔 定理 
846.1 ”内容 提 要 


相 空 间 是 由 广义 坐标 q1,:… ,gs 和 与 其 共 思 的 广义 动量 p1,… ,ps 张 成 
的 2s 维 超 空间 . 相 空间 中 的 点 与 系统 的 状态 有 一 一 对 应 关系 . 
对 于 完整 保守 系统 , 相 空 间 的 体积 元 


dT = dqi*** dgsdp1... dps, 


以 及 该 体积 元 对 相 空 : 间 某 个 区 域 的 积分 / dr 在 正则 变换 下 均 是 不 变 的 
或 者 说 是 与 时 间 无 关 的 , 即 


dT = const., far = COnst. (046.6) 


这 称 为 刘 维 尔 定理 . 
此 外 , 下面 的 积分 


帮 = Ser, 
= Ree (46.1) 


zi 天 上 


在 正则 变换 下 也 是 不 变 的 , 在 文献 中 它们 常 称 为 Poincare 积分 不 变量 中 , 其 
中 积分 是 对 相 空 间 的 给 定 二 维 流 形 、 四 维 流 形 等 等 进行 的 . 


846.2 内容 补充 


1. 刘 维 尔 定 理 

除了 (o46.6) 形式 的 刘 维 尔 定理 外 , 有 时 还 采用 其 它 的 表示 形式 . 特 
别 是 , 对 于 自由 度 很 大 的 系统 , 通常 无 法 准确 指定 系统 的 初始 状态 ( 即 相 
空间 中 的 一 个 确定 点 ), 这 时 转 而 考虑 系统 处 于 相 空间 中 各 个 区 域 的 概率 . 
令 p(go,po,to)dTo 表示 在 to 时 刻 系 统 处 于 (qo,po) 附近 体 元 dm 中 的 概率 ， 
p(qo;po;to) 称 为 概率 密度 . 当 系 统 按照 哈密 顿 正则 方程 运动 时 , 设 在 t 时刻， 
(qo;po) 运动 到 (q,p), 而 体积 元 dm 变 为 包围 (q,p) 的 dT. 对 于 保守 完整 系 
统 , 因为 相 空 间 中 不 同 点 的 相 轨 道 不 会 相交 , 没有 系统 点 可 以 进入 或 离开 


@ Jules Henri Poincare, 1854 一 1912, 法 国 数学 家 , 理论 物理 学 家 . 
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运动 的 体积 元 , 因此 系统 处 于 dTo 和 dr 中 的 概率 是 相同 的 , 即 
p(gqo, po, to)dIo = p(g,p,t)dT. 


但 是 按照 刘 维尔 定理 (o46.6), dz = dT, 故 有 
plgo, po, to) I p(g,p, t), 
即 
2 - Se + lo 如 = 0. (46.2) 
这 也 称 为 刘 维 尔 定理 . 
上 述 形 式 的 刘 维 尔 定 理 往 往 又 以 另 一 种 方式 出 现 . 考虑 系统 的 大 量 
的 复制 品 . 原则 上 , 复制 品 的 数目 应 大 于 系统 可 能 具有 的 总 状态 数 . 这 些 
复制 品 应 具有 与 原 系 统 相同 的 结构 和 性 质 , 但 是 它们 之 间 相 互 独立 并 具有 


不 同 的 初始 条 件 (这 些 初始 条 件 均 应 属于 原 系统 的 所 有 可 能 的 初始 条 件 之 
列 ). 具有 如 上 这 些 特点 的 复制 系统 的 集合 称 为 系 综 , 在 特定 时 刻 它们 的 状 


态 对 应 于 相 空间 中 的 一 些 点 , 此 时 p(go,po,to)dTo 在 差 一 个 常数 因子 ( 系 综 
中 总 的 系统 数 的 倒数 ) 下 表示 在 如 时 刻 体 元 dm 中 的 系统 数 . 这 种 形式 的 
处 理 方法 在 平衡 统计 物理 中 是 非常 重要 的 , 它 等 同 于 将 系统 的 时 间 演 化 行 
为 转化 为 用 在 某 一 时 刻 系 综 中 处 于 某 一 态 的 系统 数 , 进而 归结 为 概率 密度 
来 描述 . 由 此 , 确定 平衡 系统 的 性 质 归结 为 确定 概率 密度 p(g,p,t) (统计 物 
理学 中 通常 称 为 分 布 函 数 ), 它 满足 方程 (46.2), 这 是 系 综 理 论 的 重要 基础 . 

2. Poincare 积分 不 变量 (46.1) 

这 里 , 我 们 对 Poincare 积分 不 变量 (46.1) 进行 证 明 . 先 考虑 六 的 不 变 
性 的 证 明 . 设 正 则 变换 是 由 母 函 数 8(g, PP,t) 产生 的 , 即 有 


Dpidg; + > Qi5P = 658(g,P,t), 


因此 有 变换 关系 为 
DG6 Og 


Pi go Qi = dp 
adi 1 

对 于 二 维 流 形 上 的 点 , 可 以 用 两 个 参数 唯一 地 指定 其 位 置 . 设 这 两 个 
参数 为 u,v, 同时 假设 pi,g; 为 u,v ,的 函数 ， 则 有 


五 -| Danan = [Ee | tuto- fe 3 du dv. 


Og Op: 
Bu Ov 





(045.8) 
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利用 变换 关系 (045.8), 有 


OP; 



































加 到 
Ou OP Ou t Bos Ou a Ogi0P; Ou Ogi0q9; Ou 
Op; = Opi op Opi; Og = O28 OP; D25 Ogqj 
Ov OPi Ov “下 Ov 5 Ogqi0P; Ov Ogi0q; Ov 
由 此 ， 
二 
O(gqi, pi) 5 Ou 3 odioP Ou Ogi0g; Ou 
Ol(u, v) Ogqgi O28 OP | O28 Og; 
Ov 7 Ogi0P; Ov | OqiOq; Ov 
,jog op om 0g 
加 OF du 6u 要， OB ou Nu 
Og0P; On | 47 Om0% [ou dm 
Ov Ov | Ov Ov 
到 O25 2 + O26 O(qi, qj;) 
Oqi:0P; AO(u,v) Oqi0q; av) 


在 交换 求 和 指标 i 和 ;时 ,上 式 中 等 号 右边 第 二 项 前 面 的 系数 不 变 , 但 是 行 
列 式 改变 符号 . 而 求 和 是 与 i 和 j 的 次 序 无 关 的 , 故 第 二 项 等 于 零 , 于 是 有 





















































O26 Og; oP: 
ee O86 Ol(g,P) -| Cao Ou Ou 
Ou,0) 7 On0P’; ao 6 Og 0P 
3 OgjOP;: Ov Ov 
: D25 Og; | O28 oP oP; 
了 Ogj;0P; Ou OP;OP; Ou Ou 
下 06 Og 8 oP\) OP 
OgOP; Ov OP;OP; Ov OvU 
OQ; OP; 
天 Ou Du 0(i,P 
中 2 OQ; OP: ny O(u,v) 
Ov Ov 





其 中 第 三 个 等 号 中 同样 交换 了 求 和 指标 i 和 ; 并 添加 了 等 于 零 的 一 个 行 


小 
四 
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列 式 . 综合 起 来 , 有 


是 三 DE 全 2 dudyv 
JER aan 


即 对 正则 变换 是 不 变 的 . 
再 考虑 J2 的 不 变性 的 证 明 . 此 时 可 用 四 个 参数 Ual(a 1;2,3,4) 唯一 
指定 四 维 流 形 上 的 一 个 点 . 于 是 , 有 


J2 = MW Banamanam = 三 DN a 六 ee duidu2duadua. 


注意 , 上 式 右 边 用 行列 式 表 示 时 , i 关 的 条 件 自动 可 以 保证 , 否则 行列 式 
等 于 零 . 但 是 根据 正则 变换 (045.8), 有 


Opi =》、 Opi OF | OP; Og; =》、 D2G oP O26 Ogj; 
Dua 4 \OP; duo T Bq; Bua 7 \Og0P; dua Ogqi0g; Oua) 




















则 有 








i Hi 3 O° O25 0 ts 47) dm 
Ee = O(qis gk; qj qm) ， 
O(u1, U2, U3, 14) Oqi0q; OqkOqm O(Uu1, U2, U3, U4) 

02 O26 O(qi, qk, qi, Pn) | 
Oqi0q; Ogqr0 Pm O(u1, U2, U3, wav 

O05 O28 Ol(qgi, Gk; Fy, ,gm) ， 
OqioOP; OgrOqm O(u1, U2, U3, U4) 

O02 O26 (gy, gp By, Ba) 
Ogi0P; OgqkO Pm O(u1, U2, U3, U4) | 














上 式 右 边 第 一 、 二 项 关于 指标 i,j 的 交换 其 中 系数 是 对 称 的 , 但 行列 式 是 
反对 称 的 , 而 求 和 实际 上 与 i,j 是 无 关 的 , 故 它们 应 该 等 于 零 . 同样 , 第 三 项 
关于 指标 k,m 的 交换 系数 是 对 称 的 , 行列 式 是 反对 称 的 , 而 求 和 与 有,m 无 
关 , 故 它 也 应 该 等 于 零 , 于 是 只 剩 下 第 四 项 . 类 似 于 前 面 关于 .n 的 证 明 , 添 
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加 等 于 零 的 因子 , 即将 上 式 右 边 改写 为 
0 i bi Hk O28 02 0 P:, Ps, P;, PB. 
pe | (Pi Pe P,Pm) 
a O(u1, u2, U3, U4) Re OP:OP; OPROPP O(u1, U2, U3, U4) 
O28 D25 Olgu Pe Py, Pm) 
Ogi:0P; POP Di ead 
O26 O26 OR th Bi Rn) 
OP.O0P; OoqkOP O(u1, U2, U3, 4) 
O25 O26 日 (gg PY; Pn) 
Ogqi:0P; OgqkO Pm O(u1, U2, U3, 4) | 











利用 关系 
各 -站 ( 季 浊 + 作 划 )= 并 ( 囊 太 oP; O26 5 )， 


Du oP; Du Ogq; Oua OP.OP; Bua OP;0g; Oua 








上 式 右边 第 一 项 和 第 三 项 可 以 合 起 来 改写 为 


区 _6 Ps Qm Py, Pn) 
OP.OP; A(ui,u2, U3 U4) 


同样 , 上 式 右边 第 二 项 和 第 四 项 可 以 改写 为 


> O02 Oo Qm, P; Bi,) 
Ogi0P; es . 





故 有 





O(qi, Pi, gk; Pk) 026 (Pi Qn; Bs Bn ) 
2 ,Blu uous ua) O(u1, U2 U3 U4) > Bs O(u1, U2, U3, La) 
92g O(gi, Om Ps Bin) 
OgiOP; O(ui,u2, U3, U4) 
< TO Pia is) 


O(u1, U2, U3, U4) 





利用 这 个 结果 , 有 
O(gi, Pi, Gk; Pk) 
Vp3 0 nn du2 dus dua 
j; Om, P;, Pm ) 
O(u1, U2, U3, 4) ~ Ol ho too ta a oe 


=) >》 dQ; dQm dP; dPn, 


7 天 mm 
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即 到 关于 正则 变换 是 不 变 的 . 

其 它 更 高 级 的 积分 不 变量 可 以 类 似 地 予以 证 明 , 只 是 计算 更 复杂 而 
已 ， 

下 面 我 们 再 作 几 点 说 明 . 第 一 ,上面 我 们 采用 的 是 母 也 数 5(q, 已 四 对 
其 它 母 函数 可 作 类 似 的 讨论 ,有 相同 的 结果 , 即 不 变性 与 母 函数 的 类 型 无 
关 . 第 二 , 式 (46.1) 各 不 变量 中 的 积分 区 域 是 任意 的 , 在 文献 中 将 这 样 的 不 
变量 也 称 为 绝对 积分 不 变量 (absolute integral invariant). 与 此 相对 应 , 如 果 
.要 求 选 定 的 区 域 是 封闭 的 , 对 应 的 积分 不 变量 称 为 相对 积分 不 变量 (relative 
integral invariant). 这 些 积分 不 变量 也 称 为 普 适 积分 不 变量 (universal integral 
invariant). 例如 , 对 完整 保守 系统 , 下 列 所 谓 Poincare 一 阶 线性 积分 不 变量 
是 相对 积分 不 变量 


其 中 积分 是 关于 同一 时 刻 系统 的 状态 所 组 成 的 闭合 回路 ， 中国 数学 家 李 
华 宗 于 1947 年 证 明了 这 些 积分 不 变量 的 唯一 性 @. 


847 ”哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
847.1 ”内容 提 要 


作用 量 S(q,t) 满足 的 一 阶 微分 方程 
05 


O05 O05 
+ (mt) =0 (047.1) 

称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 @, 它 的 全 积分 形式 为 
S=1(t,q,.… 9sjQ1 ,Qs) + A, (047.2) 





Q 证 明 可 参见 下 . Gantmacher, Lectures in Analytical Mechanics, Mir Publishers, 1970, 
p119-124. 中 译本 : 甘 特 马赫 . 分 析 力 学 讲义 . 钟 奉 俄 , 薛 问 西 译 . 人 民 教 育 出 版 社 , 1963， 


第 114-120 页 . 
©® Hwa-Chung Lee, The universal integral invariants of Hamiltonian systems and application 


to the theory of canonical transformations, Proc. Roy Soc. of Edinburgh. Sect. A 62, No.3, 
237-246 (1947). 关于 李 华 宗 先 生 的 传略 可 参见 ,《 科 学 家 传记 大 辞典 》 编 辑 组 , 中 国 现代 
科学 家 传记 (第 6 集 ), 科学 出 版 社 , 1994 年 , 第 60-71 页 ; 或 者 程 民 德 主编 , 中 国 现代 数 
学 家 传 (第 2 卷 ), 江苏 教育 出 版 社 , 1995, 第 206-218 页 . 

四 文献 中 也 将 这 里 的 5 称 为 哈密 顿 主 函 数 , 方程 (o47.1) 则 称 为 哈密 顿 主 函 数 的 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 . 
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其 中 al ,as 和 4 是 任意 常数 . 系统 的 运动 情况 由 5 通过 下 列 关 系 ( 即 
变换 关系 (o45.8)) 给 出 
05 OS 
-i Pi, Pi= Bo 
其 中 6B; 为 常数 ， 上 式 中 第 一 式 给 出 g 作为 时 间 和 2s 个 常数 ai, Bi(i = 
1,2,… ,s) 的 函数 , 代入 第 二 式 将 给 出 动量 与 2s 个 常数 和 时 间 的 关系 . 
在 五 不 显 含 时 间 的 情况 下 , 可 以 将 作用 量 写 为 (o47.5) 的 形式 , 即 5 = 
So(g) 一 Bt, 其 中 马 就 是 系统 的 能 量 , 此 时 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (047.1) 可 简 
化 为 





(047.4) 





Wy 到 ) 一 万 . (o47.6) 


H i We 》 
(a 0 Boy Oqs 


847.2 ”内 容 补充 


1. 正则 变换 与 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (047.1) 

引入 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 之 后 , 寻求 母 函数 的 问题 就 归结 为 求解 该 方 
程 了 . 从 本 质 上 来 说 , 这 并 没有 改变 求解 原 有 问题 的 难度 . 

哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (047.1) 实际 上 是 正则 变换 后 的 哈密 顿 函 数 等 于 
零 的 母国 数 所 满足 的 方程 . 每 一 种 正则 变换 , 相应 地 有 一 个 哈密 顿 - 雅 可 
比方 程 . 例如 , (o47.1) 是 相应 于 正则 变换 (o45.8) 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 再 
如 , 与 变换 (45.4) 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


9 ODS os 
+ 0 (47.1) 





最 常用 的 哈密 顿 _ 雅 可 比方 程 还 是 (047.1). 这 是 因为 , 系统 的 哈密 顿 函 数 
一 般 是 广义 动量 的 二 次 函数 , 这 样 用 这 代替 广义 动量 得 到 的 是 关于 2 
一 阶 二 次 偏 微分 方程 . 但 是 , 哈密 顿 函 数 通常 是 关于 坐标 的 复杂 函数 , 这 样 
如 方程 (47.1) 中 那样 用 变换 -区 代替 广义 坐标 得 到 的 是 关于 -过 的 非 
常 复 杂 的 偏 微分 方程 显然 , 后 者 是 更 难以 求解 的 

2. 正则 变换 与 哈密 顿 雅 可 比方 程 (047.6) 

从 变换 的 角度 , 如 果 将 (o47.5) 中 的 9 (注意 , 它 是 gi,ai 的 函数 ) 视 为 
正则 变换 的 母 函 数 , 它 使 得 变换 后 的 坐标 和 动量 (分 别 记 为 6; 和 oi) 全 为 
常数 . 不同 于 5, 现在 要 求 变 换 后 的 哈密 顿 函数 等 于 一 个 常数 B. 因为 5。 


巴 在 文献 中 , 这 里 的 So(g) 常 称 为 哈密 顿 特性 函数 , 方程 (047.6) 则 称 为 哈密 顿 特性 
函数 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 
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不 显 含 时 间 , 则 据 (o45.8), 有 变换 后 的 哈密 顿 函 数 与 变换 前 的 哈密 顿 函 数 
相同 , 即 
=H=E. (47.2) 
男 一 方面 , 据 (045.8) 有 
_ 650 050 
pi Ogq; :Ht Oa; 
将 该 变换 关系 代入 (47.2) 即 得 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (047.6). 考虑 到 哈密 
顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 仅 有 s 个 非 可 加 的 常数 ui(i = 1,2……,s, 则 五 不 
是 独立 的 常数 , 必 为 其 中 之 一 , 通常 取 忆 = ai. 
847.3 补充 习题 


习题 设 系 统 的 哈密 顿 函 数 为 





1 


H(g,p) = 2 0), Ul(g) = 二， 


C=] 


试 求 母 函 数 5(g,t) 以 及 运动 方程 的 解 . 
解 : 因为 及 不 显 含 时 间 , 则 有 关系 


S= S50— Et. 


So 满足 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


由 上 式 可 得 
1 

So= | -V2(Eqn -1)dq= | v2 dg, 

| 


这 里 略 去 了 可 加 常数 . 对 上 式 中 第 二 个 等 号 右边 第 二 项 作 代 换 €& = 
VEq? 一 1, 则 有 


1 1 
dq= | Od(vVEq—l1 
| = a | Tr Pe 
= | Te = arctané = arctan VEq?— 








所 以 有 
So = V2(Eq? —1)— V2 arctan VEq2—1, 
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以 及 
一 一 了 tt 十 V2(B02 一 1) - V2 arctan V 万 02 一 1. 


这 是 该 问题 下 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 所 谓 全 积分 


根据 (047.4)， 有 
B [Ol t VbEg? 二 1 
OF V2E : 


即 
ee 
=+|2B(t+2) + 吉 ， 
其 中 日 是 常数 , 这 是 运动 方程 的 通 解 BB. 又 据 (047.4) 可 得 动量 与 时 间 的 关 
系 为 


_1/2 
p= VA [et+or+B| (+h) 


说 明 : 815 习题 2 求解 了 质点 在 与 本 问题 有 相同 形式 势 场 (但 为 吸引 
力 场 ) 中 的 运动 ,这 类 势 函数 是 所 谓 的 奇异 势 , 相应 的 量子 力学 问题 有 一 些 
独特 的 性 质 , 相关 讨论 可 参见 有 关 文 献 ®. 


848 分离 变量 
848.1 内容 提要 


变量 可 分 离 ( 设 该 变量 为 g1), 是 指 在 哈密 顿 _ 雅 可 比方 程 中 它 与 其 相 
应 的 导数 ( 即 99/6g1) 8 只 以 菜 种 组 合 的 方式 w (qn, 癌 ) 出现 该 组 合 中 不 
包含 其 它 坐 标 , 时 间 及 其 导数 , 也 即 险 密 顿 _ 雅 可 比方 程 可 以 改写 为 


O05 D9 
s {oer (me) = 0, (048.1) 


@《 力 学 》 中 称 为 运动 方程 的 通 积 分 , 注意 , 这 里 的 通 积 分 的 含义 与 文中 哈密 顿 
- 雅 可 比方 程 的 通 积 分 有 所 不 同 . 关于 一 阶 偏 微分 方程 (这 里 即 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 
程 ) 的 通 积 分 和 全 积分 的 有 关 讨 论 可 参见 A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev, and A. Moussiaux. 
Handbook of first order partial differential equations. Taylor & Francis, London, 2002, Chap. 
14. 

@) 例 如 , K. M. Case, Singular potentials, Phys. Rev., 80(1950)797; A. Bastai, L. Bertocchi, 
S. Fubini, G. Furlan, M. Tonin, On the treatment of singular Bethe-Salpeter equations, Nuovo 
Cim., 30 (1963) 1512-1531; V. de Alfaro, S. Fubini, G. Furlan, Conformal invariance in quantum 
mechanics, IL Nuovo Cim., A34 (1976) 569-612. 
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其 中 g; 表示 除 qi 之 外 的 其 余 所 有 坐标 . 这 样 母 函数 具有 形式 
S=5(gi,t) + S51(gq1), (048.2) 


可 分 离 性 要 求 
a (a 到 ) = Qis (048.4) 
dl 


其 中 ai 为 任意 常数 . 5S1(q1) 可 以 通过 求解 方程 (o48.4) 得 到 . 如 果 qi 是 循 
环 坐 标 , 则 有 Si(q1) = aiq1, 这 里 常数 aa 是 相应 于 循环 坐标 qi 的 广义 动量 . 
所 有 变量 均 可 分 离 的 系统 称 为 完全 可 分 离 系 统 . 


848.2 ”内容 补充 


。 可 分 离 性 与 可 分 离 系 统 

分 离 变 量 法 是 求解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 方法 之 一 , 仅 对 一 些 特定 的 
系统 可 以 采用 此 方法 . 是 否 可 以 分 离 变 量 是 与 多 种 因素 有 关 的 , 除了 势能 
函数 的 形式 外 , 还 取决 于 所 选取 的 广义 坐标 . 同一 个 系统 , 在 一 组 广义 坐标 
下 可 以 分 离 分 量 , 而 采用 另 一 组 广义 坐标 就 不 一 定 如 此 . Eisenhart 详细 地 
讨论 了 11 种 可 以 用 来 对 三 维系 统 进行 分 离 变 量 的 坐标 系 @. 

完全 可 分 离 系统 是 一 类 特殊 的 可 积 系 统 . 例如 球面 摆 ( 见 814 习题 1)， 
开 普 勒 问题 (815), 对 称 重 陀螺 ( 见 835 习题 1) 等 均 是 这 类 系统 . 

除了 上 面 所 说 的 以 及 下 一 小 节 中 将 讨论 的 可 以 分 离 变 量 的 例子 外 , 文 
献 中 还 常 讨 论 其 它 比 较 一 般 的 可 分 离 变 量 的 系统 . 例如 , 刘 维 尔 系统 是 完 
动量 交叉 项 , 即 有 下 列 形式 的 哈密 顿 函 数 


号 S 


5 -1 i 
二 = 3 这 ha DRi(gi)p? + > Ah Dvi(gqi), (48.1) 
i=1 i=1 i=1 


i=1 
其 中 fi, Ri,vi 均 只 是 g; 的 函数 , 且 > fi(qi) > 0, Ri(qi) > 0. 因为 五 不 显 
含 时 间 , 则 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 (参见 (o47.6)) 





5 1 O50 2 | Ss 
上 | 记 (说 ) 十 个 | 三 Bf (48.2) 
可 以 令 
50 = 》, Si(gi), (48.3) 
1=1 


OW L. P. Eisenhart. Separable systems of Stickel. Ann. Math., 35(1934)284-305; 也 可 参 
见 M. Morse and H. Feshbach，Methods of theoretical physics. McGraw Hill, New York, 1953, 
pp494-523. 
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代入 (48.2), 得 到 





2 


其 中 oi 是 常数 , 且 有 


Ql 二 Q2 十 … 十 Qs 二 0. 


方程 (48.4) 是 关于 gq; 的 微分 方程 , 可 以 积分 求解 , 由 此 可 以 得 到 S56. 

对 于 一 个 特定 的 问题 , 如 果 存 在 多 组 广义 坐标 能 进行 分 离 变量 法 求 
解 , 这 种 系统 一 般 具 有 多 于 s 个 的 运动 积分 , 这 往往 与 系统 存在 更 高 的 对 
称 性 (文献 中 有 时 称 之 为 偶然 对 称 性 或 隐 含 对称 性 )、 有 简 并 性 (参见 852) 
等 相关 . 例如 , 开 普 勒 问题 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 可 以 在 球 坐 标 和 抛 
物 线 坐 标 下 分 离 变量 ( 见 下 一 小 节 ), 其 中 的 更 高 对 称 性 与 Runge-Lenz 矢量 
这 个 运动 积分 相 联 系 . 

分 离 变量 方法 的 一 些 深 入 讨论 , 特别 是 所 谓 的 r- 和 矩阵 方法 , 与 量子 可 
积 问题 的 关系 等 可 参见 有 关 文 献 @. 


848.3 不 同 坐 标 系 下 的 分 离 变量 , 例题 
《力学 》 中 这 部 分 给 出 了 三 种 坐标 系 下 几 类 可 以 进行 分 离 变量 的 势 函 
数 的 实例 , 它们 一 定 程度 上 可 以 反映 进行 分 离 变 量 求解 哈密 顿 - 雅 可 比方 
程 的 困难 所 在 . 
例题 1 球 坐 标 与 可 分 离 变量 的 势 函 数 . 
(i) 球 坐 标 下 的 哈密 顿 函 数 
对 于 质点 系统 , 用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 表示 时 , 拉 格 朗 上 日 函数 为 
= 字 ( 六 十 访 二 六) 一 UV(z,g, 有 2) 
球 坐 标 和 直角 坐标 之 间 的 变换 关系 为 
T=rsinOcosy, y=rsinOsiny, z=7cos0. 
它们 对 时 间 的 导数 分 别 为 
之 一 singcosp 十 rbcosbgcosop 一 rpsinbsin wp， 
了 一 7singsinp + rOcos0sing+rysing coswy, 
之 一 六 cos0 一 7rbsin0. 


@ 例如 E. K. Sklyanin. Separation of variables 一 new trends. Prog. Theor. Phys. Supp., 
118 (1995)35-60. 
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将 这 些 变换 关系 代入 到 前 面 拉 格 朗 日 函数 的 表达 式 中 , 经 过 整理 可 得 
五 = 人 十 7262 + rp sin2 0) — U(r, 0, wo). 


各 广义 坐标 相应 的 广义 动量 分 别 为 


Bw = 5 = mrp sin? 6. 


按照 哈密 顿 函数 的 定义 , 并 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 , 可 得 所 要 求 的 哈 
密 顿 函数 为 





1 也 p> 
H=ipr+6po+ pps L=T+U=—— 9 十 
1 2m (z+ 7r2sin20 


j+oc 0, wp), 
其 中 第 二 个 等 号 是 因为 动能 TT 是 广义 速度 7, 昌 6 和 几 的 二 次 齐 次 吕 数 . 
(i 刘 球 坐 标 下 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 分 离 变量 
在 球 坐 标 下 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


1 /obo 1 /a 1 O50\” _ 
六 人 ( 避 ) + (+ ) tv = 


如 果 势 函数 为 





b(O) 


U = al(7) 十 a (048.8) 


则 有 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


1 /asu 1 |76so\” 。 1 So\2 
Bs ( 吾 下 | 二 a(7) 1 | 人 0 ) + amo) 十 me ( 罕 一 五 ， 


它 不 含 坐标 p 故 它 是 循环 坐标 . 
由 于 只是 循环 变量 , 可 将 Se 设 为 一 常数 并 记 为 pp, 再 对 + 和 0 进行 
变量 分 离 . 将 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 两 边 同 时 乘 以 2mr?, 有 


O50 2 p> 2 1 O90 
( 狗 ) 十 2m.b(9) 十 = 2mr” 4 EC— OO (名 下 | 一 ar) ，， 


则 可 以 令 S0 二 psy 十 Si(r) 十 S2(0), 代入 上 式 ,有 


dSo \” DZ 1 /dSsi\? 
0 9; [a] ps 2 ne 0 (fr 2 — a(r) ». 
[ 0 ) 十 2mb(98) 十 6 2mr* $4E ( a ) a(r) 
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上 式 两 边 分 别 为 6 和 7 的 函数 ,于 是 有 


dS2 \? D2 
(时 ) 十 2mb(0) 秆 sin20 





= 


以 及 





2 
(学) 二 a(7) 十 三 五， 


2m \ dr 277272 


其 中 有 是 分 离 常数 . 由 以 上 两 式 可 得 


91 = 2m 1 一 al(7) 一 5 和 > 


p2 
92 一 / B— 2mb(0)— 一 和 一 d0. 
Si 0 


由 此 并 利用 (047.5) 就 可 以 得 到 (048.9). 

例题 2 抛物 线 坐 标 与 可 分 离 变 量 的 势 函 数 . 

(i) 从 柱 坐 标 到 抛物 线 坐 标 

从 直角 坐标 (用 zx,y,z 表示 ) 到 抛物 线 坐 标 (用 上 ,mp 表示 ) 的 变换 关 
系 为 





n=—z+ VER+2, €=zt+ Vit p=arctand. (1) 
多 
由 关系 (1) 可 得 





Z2 十 92 
能 = 一 一 一声 2 
7 (2) 
| 2 只 
= 十 章 (3) 


当 二 m0 >>0 为 常数 时 ,方程 (2) 是 由 一 开口 向 上 , 焦点 在 坐标 原点 的 抛物 
线 绕 z 轴 旋 转 所 得 的 曲面 , 即 对 称 轴 为 z 轴 的 旋转 抛物 曲面 . 当 n = 二 m0 <0 
为 常数 时 , 开口 反 向 , 焦点 仍 位 于 坐标 原点 . 同 理 , 当 & = &0 > 0 为 常数 时 ， 
方程 (3) 是 由 一 开口 向 下 , 焦点 同样 位 于 坐标 原点 的 关于 z 轴 的 旋转 抛物 
曲面 . 由 于 焦点 与 60, m0 无 关 , 不 同 的 60, mI0 将 给 出 一 组 同 焦点 的 旋转 抛物 
曲面 族 . 

联 立方 程 (2) 与 (3) 可 得 关系 


1 
T+ =€n z= 5(€—n), 
则 柱 坐 标 (用 pwp,z 表示 ) 与 抛物 线 坐 标 之 间 的 变换 关系 为 
1 ; 
Zz 三 3 付 一 员 ， P 二 V+ 妨 = Vn (048.10) 
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将 式 (048.10) 对 时 间 求 导 得 
1/: 1 a 
z=3(E- 们 ， EN (4) 
将 式 (4) 代入 用 柱 坐 标 表 示 的 拉 格 朗 日 函数 ,有 


1 ， 
L= 5m(P+p p+ 2) —U(p, wy,2) 











1 [1 , . ; . 
= dm | (Cn 2th tp) tenp? 二 (全 -26 十 交 | DG 
二 于 人 
met (E+ ) + mene 一 Do) 

(o48.13) 

广义 动量 为 

-1 é Ll (en 2 ; 
a mn 二 
由 式 (5) 可 得 

£= 4épe ,npn ,Pp (6) 


mm 人 (e+ 如” "mE+D’ | men 
按照 哈密 顿 函数 的 定义 , 由 拉 格 朗 目 函数 (o48.13) 以 及 式 (6) 可 得 到 
用 抛物 线 坐 标 以 及 相应 的 广义 动量 表示 的 哈密 顿 函 数 为 
2 p+npr pe 
Nm 去 相好 2mé7n 
其 中 第 一 个 等 号 是 因为 动能 丰 是 广义 速度 所 旋 和 中 的 二 次 齐 次 函数 ， 
(ii) 抛物 线 坐 标 系 中 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 变量 分 离 
如 果 势 函数 为 


H=T+U= + Ul(é,n,%), (048.14) 


a(é)+b(n) _ a(r++2z)+b(r— 2z) 


< 十 7 27 


其 中 = V8 十 应 = Vz 十 她 十 22 是 球 坐 标 , 砷 不 显 含 时 间 , 与 简约 作用 
量 So(q) 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


2 So | 1 (se) a(E) +b(m) _ 
A 上 (名) +"( 委 | Bo) er 7” 


这 里 所 考虑 的 势 函数 与 p 无 关 , 则 可 以 看 出 p 为 循环 坐标 , 可 知 5 = 六 


(048.15) 
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常数 . 将 以 上 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 两 边 同 乘 m(€ 十 mn) 并 重新 组 合 各 项 ， 
可 得 


< (各) + malé) — mBé+ 于 


27 (全 + mb(n) — mEn+ 二 


277 二 和 


(7) 


2 








假设 作用 量 可 以 表示 为 以 下 形式 
S50 = po + 51(€) + S52(n), 


代入 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7), 有 
da \ 


2 
< 


因为 EE, pe 为 常数 ,上 式 表明 & 和 已 被 完全 分 离 , 由 此 可 得 到 两 个 方程 





dé 2é 
dS2 \” . 
271 ( 富 ) 十 ?720 (7) 一 mEn+t 下 = —pb, 


其 中 为 任意 常数 . 于 是 ,有 


d5) = 二 BC— malé) 


2€ -3 


_ /mE B+mb(n) 7 
d592 1/ 5 27 人 7 dn. 


对 上 面 两 式 积分 并 考虑 到 (047.5) 即 可 得 到 (o48.16). 
例题 3 椭圆 坐标 与 可 分 离 变 量 的 势 函 数 . 
(i) 杭 圆 坐标 下 的 哈密 顿 函 数 
椭圆 坐标 取 为 上 1,p, 它 与 柱 坐 标 p,p,z 的 关系 为 


厅 三 Gy (总 = 了 人 一 他 )， z= 0én, (048.17) 


两 种 坐标 系 下 的 yp 是 相同 的 . 坐标 & 的 取 值 范围 为 1,+eo),7 的 取 值 范围 
为 [1,1]. 由 (048.17) 可 以 得 到 
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当 上 = 名 为 常数 时 , 上 式 中 第 一 式 表明 它 是 绕 z 轴 的 旋转 椭 球 面 , 其 中 心 
位 于 坐标 原点 , 长 、 短 半 轴 分 别 为 of0 和 gqV 妇 一 1, 焦点 分 别 位 于 > 轴 上 
2 二 -和 z=o 处 . 当 7=7o 是 常数 时 ,上 式 中 第 二 式 表明 它 是 绕 z 轴 的 
旋转 双 曲 面 , 长 、 短 半 轴 分 别 为 ono 和 V1 一 亿 , 焦点 也 分 别 位 于 z 轴 上 
z 二 -oo 和 z= 二 go 处 . 注意 到 焦点 的 位 置 与 &0,mo 无 关 , 当 &0,mo 取 不 同 值 时 ， 
实际 上 可 以 得 到 共 焦 点 的 一 组 旋转 椭 球 面 族 和 旋转 双 曲 面 族 ， 

由 (048.17) 可 得 


[a 
:i 7 
z=0 (+én)， =p 


将 上 述 关 系 代入 柱 坐 标 表示 的 拉 格 朗 日 函数 


A 
L= 3mP +P P+) U(p, pz), 


+o (eC—1)(1 on )y+ 


dl 
和 (Dm) 


o? (i+) —U(é,n,%) 








= smo? (€? 一 信 ) | 人 + maz(e2 — 1)(1— WP)p? — UE,n, 9) 
b i 2 人 
(o48.19) 


oL pe) 2 
一 一 一 二 7 一 
a (é 7)E 1 
OF 
2 pp 
pn OD MO (E 7 ) Ts 712 》 
0 


L 
po = BZ = mo — D1 — mo)p 
反 解 上 列 各 式 可 得 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 的 广义 速度 分 别 为 


( 们 -Up (1—7)p Do 


Tmo) moe) moe 1) 
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相应 地 , 动能 函数 可 以 表示 为 


Cs 
ort rp hme om 
3mo 2(€2 — 1)(1 —) | 

1 


2 
-no ry [~ Deet (1— oF)pn] + pr 


T =3mo?(€? — 7) | 


即 


1 1 
击 -5 | Dp + (1— oP)p2 + (5 一 下 5) 吧 | 
于 是 , 梢 国 坐 标 系 下 的 哈密 顿 函 数 为 


~ 2mo2(e2 


1 1 1 
一 2moa2(é? Ee 72) [ee 1)PE (1 = 712)22 十 (+ 叱 | +U(&,, p). 


(048.20) 
(ii 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 变量 分 离 
考虑 势 函 数 
萨 三 和 (048.21) 


则 瓦 不 显 含 时 间 , 由 变换 


”050 so _& _ B50 
Pe Be pn = On Pep™ Bop’ 


可 以 得 到 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


i en 


a b 
‘gris 


eR el 


2mo? [a(€) +b(n)] — 2mos(t2 m1+1—m)E=0. 
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循环 坐标 只 可 以 pop 的 形式 分 离 出 来 , 这 里 pp 为 常数 , 于 是 有 

















2 2 
(= 功 (各 ) + 2moa?a(€) — 2mo? (é& 一 1)E+ a i 
2 2 
令 50==pyp 十 S1(&) 十 Sz(m), 代入 上 式 , 则 有 
2 _ dS1 2 加 5 17 三 2 
( y (时 ) + 2mo?a(é) — 2mo? (é€ DE 1i= 
me d52 27 1， 如] 到 Z2 
(1 户 ( 告 ) 2mob(n) +2mo’? (1 — m7)E 一 
方程 左右 两 边 分 别 是 关于 上 和 17 的 函数 ,于 是 必 有 
dS1\? 2 
(£2 —1) ( 军 ) 十 2mma2a(E) — 2moa? (总 一 1) 五 十 六 忆 
dS2 \? 了 
(1 —7) (党 ) 十 2mc20(7) 一 2mo2 (1 —7) E+ 3 2 
这 里 8 是 任意 常数 . 由 这 两 个 方程 , 可 得 
B—2mo?a(é) D2 
0 
B+2mo?b(n) p2 
do92 一 2mo2E 一 im 一 位 二 用) md" 


对 上 两 式 积 分 并 利用 (047.5) 可 以 得 到 (048.22). 

说 明 : 上 述 几 种 势 函 数 相 应 的 量子 力学 的 Schr5dinger 方程 也 可 以 用 
分 离 变 量 方法 求解 , 可 参见 有 关 文 献上 . 
848.4 习题 解答 


习题 1 设 质 点 在 场 
U=7—Fz 
(库仑 场 和 均匀 场 的 复合 ) 中 运动 , 试 求 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 , 并 
求 这 个 运动 特有 的 作为 坐标 和 动量 函数 的 守恒 量 . 


外 例如 , K. Helfrich, Constants of motion for separable one-particle problems with cylinder 
symmetry, Theoret. Chim. Acta., 24(1972)271-282. 
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解 : 对 于 场 


用 抛物 线 坐 标 表示 时 , 有 
于 1 1 
3 (+ 和 


与 (o48.15) 比较 , 有 





FE F 
alé) = 一 HD) = 
将 上 式 代 入 (048.16), 可 得 作用 量 为 


mb ma—p D2 ,mFé 
5--Btoet {Y 无 + de 十 











E 2 F 
| 2 TS 一 Tqn. 
分 离 常数 6 的 含义 可 以 按 如 下 方式 看 出 . 在 分 离 变 量 时 , 有 


2 2 
x (时 ) maley — mBe rt =p 





dé 25 
dS2 \? 
27 (学 ) + ma(n)— mEn+ > =—p, 
即 
2ep2 + ma(é) _ mBe+ Ep 2np2 + mal(n) 一 mE {Ep 
pe a€ = P21pn n 9 中 5 二 汪 放 
将 上 式 中 的 第 一 式 乘 以 内 第 二 式 乘 以 5 再 相 减 即 消 去 含 互 的 项 , 有 
全 
pg+ 利 一 20 代 - 刚 +mpe 人 -名 + 全 (2 外， 
即 
ey _ Py 
B= TED pn) +t em bn)] + zn -A 
= 到 项- 2) 十 二 7 Qaw 一 二 FE2 |] 一 上 |a 二 二 Fn2 _ zp 
De pn 2 7 2 7n p2 


2 2 
p maz mF 21 
= (pe —p?)— ee 机 十 观 ) 一 2 





2 
zpy 


02 





p? /2 人 -2 smpp? 
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其 中 利用 了 柱 坐 标 和 抛物 线 坐 标 之 间 的 关系 
1 
= VP+P+R VOR (t+), p= Vm z=3(—). 

由 上 述 关 系 , 可 得 

€=7r+2z, N=7—2, 

zz 十 pp 1 

7 一 i = mr (Pz + ppp), 
其 中 pz,pp 是 柱 坐 标 系 下 的 广义 动量 . 再 利用 这 些 关 系 以 及 前 面 给 出 的 用 
抛物 线 坐 标 表示 的 广义 动量 的 表示 式 , 可 得 到 不 同 坐 标 相 应 的 广义 动量 之 
间 的 关系 分 别 为 


1 € mri+z mr 1 之 p 
= =F 一 = 一 ss 及 psa Cs 
pe = +7)p: + Ep] 

L 


EA 二 人 
pe 2 
ey dn EN 0 2 
区 一 本 作 示 列宁 一 2 7 一 2z 2(r—z)m | @ 2) pe + Spo 
1 p 1 外 十 放 
-$+ sm) =$ -+ 一 | 
或 者 用 下 列 方法 求 两 者 之 间 的 关系 


,05 _898p 838z _ Op, 9 i ,1 
De ge da! Be Poe PB ™ po 十 了 pz 


1 Tr 一 之 
一 了 pe 1 


_89_8sap 950: _ ap sl 6 1 
Pn a Bp0n Gz On PY?on Par 2fe VE 27? 


1 人 让 
三 二 | 一 Dz 十 一 一 2 | . 
5 了 上 pp 


将 上 列 关 系 代 入 前 面 的 表示 式 , 经 过 整理 有 

















p2 
B=—m 世 十 Te (2p, 一 ppz) 十 区 一 yp. 
方 括号 中 的 部 分 是 Runge-Lenz tee 所 以 对 应 于 一 个 运动 积分 . 
如 果 aw=0, 则 有 表示 在 均匀 场 中 运动 的 质点 也 有 一 个 运动 积分 . 


习题 2 同上 题 , 但 外 场 为 
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(两 个 相距 为 2 的 固定 点 的 库仑 场 ). 
解 : 对 于 题 中 给 定 的 势 场 , 注意 到 其 中 的 71,r2 是 空间 任 一 点 (2,y,2z) 
到 >z 轴 上 坐标 为 (0,0,oc) 和 (0,0, 一 o) 两 点 之 间 的 距离 , 即 
Fl 一 Vz2 十 2 十 (z 一 02，7a 王 Vz2 十 V2 十 (z 十 a)2， 
用 椭圆 坐标 表示 时 , 利用 (o48.18), 即 


Ti 十 2 To 一 TI 

















ri =o(€—), ra=0(€+), 6€= i, n= (048.18) 
则 有 
二 入 (al 十 az)(7rl 十 rz) 十 (al 一 az)j(r2 —71) 
i 
Tl1 72 27172 
_ 0 fatartre aa 一 amr2 一 六 
riro o 20 oO 20 
加 1 Ql 十 Q2 Ql—Q2 
= ( gw ") 
上 式 与 (048.21) 相 比 较 , 有 
_ ‘Wy 十 'G5 0 
of) = 6, bln) = 2 


将 它们 代入 式 (048.22), 则 有 相应 的 作用 量 为 


s=} i ee 


2 B= 
5 B 十 A aQ2) i Et + pow. 


下 面 考虑 变量 分 离 中 涉及 的 守恒 量 8. 前 a 在 椭圆 坐标 
下 变量 分 离 时 , 有 


(一 (2 + 2mo2a(€) — 2mo?(€2 — 1)E+—*— 


(1—7) ( 剖 ] + 2mo2b(n) — 2mo?(1 — 1)B+ 


Be 
p2 


Po _ jg 
1 一 772 8 





将 上 式 中 第 一 式 乘 以 1 一 四, 第 二 式 乘 以 &2 一 1 再 相 减 , 即 消 去 含 互 的 项 ， 


B(E -TT) = — 1)(1— 7) (pe — pn) +2mo? [(1— 7)a(é) — (€° — 1)b(n)] + 
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即 
» | 
pd- 
PoE —1) (1 — 72)" 


注意 到 柱 坐 标 和 椭圆 坐标 的 关系 为 ( 见 (o48.17) 式 ) 
p=aV( 纪 一 1 一 2)，z=a6m， 


则 可 用 柱 坐 标 系 下 的 广义 动量 pp = 05/6p 和 pz= 65/8z 表示 椭圆 坐标 下 
的 广义 动量 pe = 05/0€ 和 p= 05/6nm, 有 


05 905 Op OS Oz _ = 二 
ww Bee, 
_98 _ 950p , 9502 _ 大 
Pn Ta Op Be Oz On 三 zp OEDz. 


应 用 以 上 关系 以 及 (o48.18), 可 得 


SS —n2 2 
和 (ef nom) 
2_ 
es 1 


= 02(€2 — 1)(1—m)p? 十 a2(1 — é27)p2 十 
207énV (€£2 — 1)(1— 7 )pzpp 


= —p2p? + (0? — 22)p2 + 2pzpzpp, (2) 


2 
ss l="= = 














Ca) E+n 
do02 十 72 一 73 | 
4c71 4or2 
= 2mo (al cosb + Qa2 Cos 0»), (3) 
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c2 十 72 一 2 az(6 十 I2) 一 202 02 十 22 一 o2 ro? 4) 
0m oi 册 人 
其 中 + 二 VP? 十 22 为 球 坐 标 系 中 的 径 向 坐标 . 式 (3) 最 后 一 个 等 号 中 的 91， 
0 是 如 图 055 所 示 的 角度 . 据 图 055, 由 余弦 定理 有 








r? =72+(20)? — drzg cos02, 72 =7?+(20)? — drio cosO, 


则 有 
2 2 2 
7f 十 40“ 一 7 
cos01 = = 和 cos 0» 
4orl 


将 (2)、(3)、(4) 各 式 代 入 (48.5) 式 可 得 


和] 
一 7 十 2zppzpp + 2mo (a1 cos gl 十 ao cos0»). 


到 十 4c2 一 7 


4dors 


B= (0 — 22)p— pp + (0 


该 8 的 表示 式 可 以 改写 为 
2 
B=0o? (7 十 3 — M?+2moal(alcos01 十 aa cos 02 )， 


其 中 


2 2_ 22, ,22 Tpe 
M” = (rx) 二 Doz + pzp + 22ppspp 


是 质点 相对 于 两 个 场 中 心 连 线 中 点 (这 里 即 是 坐标 原点 ) 的 角 动 量 的 平方 . 
注意 到 在 柱 坐 标 系 中 , 有 


. 及 
r=pp" +zes, P=m(pp" 二 ppp0 + zes) =ppp0 十 二 + pzez, 
其 中 p0, po, es 分别 是 柱 坐 标 系 中 各 坐标 轴 方 向 的 单位 矢量 , 于 是 


党 
M=rxp= -7Pep' 十 (zpp 一 ppz)p0 + poez. 


由 此 有 
2 
多 
M? = (Sp,) 十 (zpp EE ppz)? 十 p> 
(p? + 2 )p? 
三 We 十 p2p? 十 7 — 2zppzpp 
2 2 


. r2p 
= D2z2 十 D202 十 ~ 2zppzpp- 





此 即 前 面 给 出 的 角 动 量 的 表示 式 . 
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849 浸 渐 不 变量 
849.1 内 容 提 要 

设 表征 系统 运动 的 参数 和 在 某 个 外 因 影响 下 随时 间 缓 慢 ( 浸 渐 地 ) 变 
化 , 即 在 系统 的 一 个 运动 周期 了 时 间 内 入 的 变化 很 小 ， 


dA 
一 入 
TT < (049.1) 


在 这 种 变化 下 保持 不 变 的 量 称 为 浸 渐 不 变量 . 
一 个 重要 的 浸 渐 不 变量 是 沿 着 和 入 给 定 的 运动 轨道 的 下 列 积 


i pdg. (049.7) 


27 
I 称 为 作用 变量 , 它 是 系统 的 能 量 BB 和 参数 和 的 函数 . 了 对 能 量 的 偏 导数 
确定 系统 运动 的 周期 , 即 

T= 2r 5 (049.8) 


或 者 
oFE 


去 = 
其 中 w= 2n/T 是 系统 的 振动 频率 . 


849.2 内容 补充 


。 作用 变量 与 周期 运动 

对 于 单 自 由 度 情 况 , 作用 变量 是 针对 作 周 期 运动 的 系统 的 . 这 种 周期 
运动 分 为 两 类 : 天 平 动 和 转动 , 它们 是 按照 系统 的 相 空间 中 的 相 轨 道 的 特 
征 进行 分 类 的 . 

设 系统 的 广义 坐标 为 g, 系统 的 哈密 顿 晴 数 不 显 含 时 间 , 则 有 


w, (049.9) 


H(p,q) = 五. (49.1) 


方程 (49.1) 表示 二 维 相 空间 g 一 p 中 的 一 条 相 轨 道 . 如 果 相 轨道 具有 下 述 
两 条 特性 之 一 , 则 该 系统 通常 称 为 周期 系统 . 

(i) 相 轨 道 是 闭合 的 . 此 时 , 系统 的 坐标 限制 在 gwin = a 和 gmax =b 之 
间 变 化 , 即 系统 的 运动 是 有 界 的 , g 和 pb 都 是 时 间 的 周期 函数 , 并 具有 相同 
的 频率 . a 和 和。 是 运动 的 转折 点 . 系统 的 这 种 运动 常 称 为 天 平 动 (libration)， 
这 借用 了 天 文学 中 的 名 词 , 实际 上 该 类 运动 是 振动 . 例如 , 谐振 子 系统 就 是 
这 样 的 周期 系统 . 
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(ii) 相 轨 道 不 财 合 , 但 是 广义 动量 p 是 广义 坐标 4 的 某 个 周期 函数 , 设 
其 周期 为 go, 即 有 p(g+ oo, 互 ) = p(g; 旦 ). 此 时 , 系统 的 广义 坐标 不 是 有 限 的 ， 
而 是 可 以 无 限 地 增加 . 由 于 在 这 类 运动 中 的 广义 坐标 总 是 角 坐 标 , 因此 , 通 
常 将 这 类 运动 称 为 转动 (rotation). 在 这 种 情况 下 , 如 果 用 一 个 柱 面 代替 相 
平面 , 并 将 线 g = gi 和 g = gz (这 里 o -4 = go) 粘 合 起 来 , 则 相 轨 道 也 是 闭 
合 的 . 

例如 , 单 摆 的 相 轨道 包含 上 述 两 类 轨道 . 当 摆 的 初始 运动 不 足以 使 摆 
锤 通 过 悬挂 点 向 上 的 竖 直人 位置, 则 随后 的 运动 是 天 平 动 , 即 振动 ; 而 如 果 初 
始 运动 可 使 摆 锤 通过 悬挂 点 向 上 的 竖 直 位 置 , 则 产生 围绕 悬挂 点 的 转动 . 
因为 系统 是 保守 系统 ,在 后 一 种 情况 中 , 在 两 个 相差 2r 整数 倍 的 给 定 角 度 ， 
系统 的 动量 相同 . 因而 , 尽管 在 相 空间 这 两 个 位 置 表示 不 同 的 点 , 但 物理 上 
它们 表示 相同 的 位 形 . 

作用 变量 (o49.7) 中 的 积分 是 对 天 平 动 或 转动 的 完整 一 周 进行 的 , 故 
它 有 明确 的 几何 含义 , 即 相 轨道 包围 的 面积 . 

对 于 多 自由 度 情况 , 有 关 讨 论 见 852, 这 里 首先 要 求 系统 是 完全 可 分 
离 的 . 


849.3 补充 习题 


习题 1 试 证 , 如 单 摆 振 幅 不 大 , 则 单 摆 的 能 量 马 = Tu, 这 里 w 为 摆 振 
动 的 频率 . 

如 果 单 摆 在 摆动 过 程 中 , 摆 长 缓慢 缩短 (缩短 的 速率 远 远 小 于 摆动 频 
率 ), 试 证 T= 思 /w 保持 为 常数 . 

解 : (i) 当 单 摆 振 幅 不 大 时 , 它 的 运动 是 简 谐 振动 . 取 任 一 时 刻 , 摆 线 与 
竖 直 方向 的 夹 角 0 为 广义 坐标 , 则 系统 的 哈密 顿 函 数 为 


本 三 sml28? + mgl(l— cos0) = 丰 smgle”, (1) 


i 


其 中 第 二 个 等 号 作 了 小 角 近 似 . 万 不 显 含 时 间 , 则 它 是 运动 积分 , 即 太 = 万. 
由 出 、 得 
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作用 变量 为 
3 3 2 
T= 云 gpdg= EL ef A Di 和 法 填 
ve mgl 
Var 
2p13 
= Vm gt |0 DE mn 一 已 用 
T 2V mgl 1 2E g 
mg!l -可 
即 
B= (2) 
考虑 到 单 摆 谐 扳 动 的 频率 为 一 52 一 9, 则 有 
E= 1w. (3 


(i 由 于 单 摆 系 统 是 保守 系统 , 上 述 哈密 顿 量 描述 系统 的 周期 运动 , 且 
不 显 含 时 间 纪 于 是 当 摆 长 缓慢 缩短 时 ,系统 经 历 的 过 程 是 浸 渐 过 程 , 从 而 


有 浸 渐 不 变量 
型 五 
7= 雹 凡 pap= 也 


其 中 第 二 个 等 号 利用 了 (i) 中 的 结果 . 所 以 了 = 
摆 长 缓慢 地 变 短 时 , 摆 的 能 量 互 与 频率 w 成 正比 . 

说 明 : 对 于 单 摆 这 个 系统 , 也 可 以 不 利用 作用 变量 的 浸 渐 不 变性 而 直 
接 证 明 二 是 浸 渐 不 变量 . 

在 摆动 过 寺 程 中 , 摆 线 中 的 张力 为 


是 不 变量 . 由 此 表明 , 当 


ss 


F = mgcos0 + mi, 


其 中 1 为 摆 长 . 当 从 晤 挂 点 缓慢 拉 摆 线 缩短 其 长 度 时, 注意 到 dl < 0, 则 需 
做 的 功 为 
dW = —Fdl=—(mgcos0 + mi)d. 


如 设 摆 作 小 幅 摆 动 , 即 9 为 小 量 , 可 作 近 似 cosgs 1 502, 则 有 


dW zs —mgdl+m (ie 党 1 ) dl 
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又 因为 摆 长 变化 dl 的 过 程 非常 缓慢 , 期 间 摆 经 历 多 次 振动 , dW 实际 应 该 
对 振动 周期 进行 平均 , 即 


IW = mgdl+m (#9) a (4) 


S| 人 = 1 人 
= G02dt, 所 = 二 人 dt. 
% TT 


因为 9 近似 为 简 谐 振动 , 


其 中 


0 3 Oo cos(wt+ a), 


其 中 bo 是 摆 幅 ,w = Vg/l, 则 有 


1 
= 的 ， 


= 下 
Me 08 cos? (wt + a)dt = 


/ [+ cos2(wt 十 a)] dt = 
0 


2 
-3/ Oew? sin? (wt + a)dt = 


将 它们 代入 式 (4), 有 


J L 
3 [1 一 cos2(wt 十 a)] dt = F308 
= re 
dW = —mgdl— 4"900 di. 


因为 -mgdl 相应 于 摆 的 整体 势能 的 变化 , 则 上 述 功 的 第 二 部 分 是 对 摆 的 
振动 能 量 的 贡献 , 记 为 dB, 即 


1 
dE = —img0 dl. (5) 


对 于 单 摆 , 动能 和 势能 分 别 为 sm 和 一 mglcos9 污 一 mgl 十 3mglb2， 
对 它们 取 周 期 平均 , 同时 略 去 一 mgl， 与 振动 有 关 的 能 量 为 


-= 1 
ph Pe 2 
五 一 sml 02 十 smglD 3900 (6) 

由 式 (5) 和 (6) 可 得 

dB d_, 

BB 别 
对 上 式 积 分 可 得 

已 VI = 常数 
即 瓦 W 是 浸 渐 不 变量 . 考虑 到 w= V9/1 则 上 式 可 写 

了 -常数 


CU 
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即 羡 是 浸 渐 不 变量 , 这 与 前 面 的 结果 一 致 

此 外 , 也 需要 说 明 的 是 , 这 种 处 理 方法 也 可 用 于 其 它 类 型 的 系统 , 详细 
讨论 可 参阅 有 关 文 献 @. 

附注 : 历史 上 , 瑞 利 勋 库 @ 于 1902 年 最 先 注意 到 这 个 问题 . 爱 因 斯 坦 
在 1911 年 的 第 一 届 Solvay 会 议 期 间 求 解 过 这 个 问题 的 量子 情形 , 而 问题 
是 由 会 议 主 席 洛 伦 益 所 提出 的 . 

习题 2 设 质量 为 m 电荷 为 e(e>0) 的 带电 粒子 局 限 在 二 维 平面 Ozy 
内 运动 ,垂直 于 该 平面 施加 磁 场 强度 为 瑟 的 均匀 磁场 , 求 作 用 变量 并 确定 
磁场 缓慢 变化 时 系统 的 性 质 ， 

解 : 带电 粒子 作 平 面 运 动 , 自由 度 为 2, 可 取 平 面 极 坐 标 内 pp 为 广义 坐 
标 , 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


三 smv? +ev:.A= 到 十 r202) + e(rAr + rpAy), (1) 

其 中 A 为 失势 , 且 A4=VxB. 选取 规范 使 得 和 失势 可 以 表示 为 
六 = 5B 又 殉 
即 在 直角 坐标 系 下 , 有 
1 1 
A (he, hy 4s) = (ByB, 208,0), 
在 柱 坐 标 系 下 , 有 
A=(4;,4,,A;) = (ojimr 0] 


在 所 选 的 这 种 规范 下 , 式 (1) 变 为 


1 : 和 3 
= 本 人 十 7r202) 十 er4 (2) 
广义 动量 为 

oL 

.二 = m7, 

pr Br 7 

BE 
pis 三 死 =mr +erAy. 

@ 例如 ,F. S. Crawford, Elementary examples of adiabatic invariance, Am. J. Phys., 


58(1990)337-344. 
@ John William Strutt Rayleigh, 1842 一 1919, 英国 物理 学 家 , 1904 年 诺 贝 尔 物 理学 奖 
获得 者 . 
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由 惠 的 表示 式 可 见 , p 是 循环 坐标 , 则 ps 是 运动 积分 , 即 pp = 常数 . 
由 哈密 顿 方程 , 可 得 








; 8 坟 
"Bp mi 机 
on 1 eB eB 
pr = -区 = ed (mw 一 衬 ” (2 市 字 "*) ， (5) 
. 0H 1 eB 
a 呈 地 ， 是 


和 此 时 pr ==0,p; = 二 0, 式 (5) 将 给 出 两 类 运动 : 

(a) pe = 2 代入 式 (6), 用 =0. 再 考虑 到 了 = 0, 可 知 该 类 运动 是 
平凡 的 . 

(b) pp = -Sr 对 于 eB >0, 则 有 ps<0. 将 ps 代入 式 (6), 有 


eB 
We 
mm 
这 里 we 称 为 回旋 频率 ， 
_e8 人 
We = (7) 
结果 表示 带电 粒子 作 匀 速 圆周 运动 . 


et 因为 ps 是 运动 积分 , 而 式 (6) 表明 <0， 
则 相应 的 作用 变量 为 


这 
A 二 云 风 peay = 一 po = |pyl. 
当 粒 子 作 半径 为 了 的 圆 轨道 运动 时 , 有 
Ls = r= bp, (8) 


其 中 Bp 是 通过 半径 为 r 的 圆周 的 磁 通 量 . 如 果 磁 场 缓慢 变化 , 则 因为 作 
用 变量 Io 是 浸 渐 不 变量 , 磁 通 量 Bp 也 是 浸 渐 不 变量 . 
利用 we 可 将 刀 改写 为 


ll2_ fp 7 
有 = 志 区 + 人 wer) (9) 


849 浸 渐 不 变量 353 


因为 及 不 显 含 时 间 , 它 是 运动 积分 , 即 有 玉 志 (常数 ). 由 式 (9) 反 解 出 p， 
有 
2 
pr = 2mE— (Pe -Twer) ， 


2 
fr dr 二 云 $ 2mE— (和 -Fr) dr 


ek 2mE + mwcpyp » 2 
a Nelle ls es 76. £2 | Pt mi | 
(mwef2 mwef2 


相应 的 作用 变量 为 








D2 玉 二 mE + (mwe/2)py 
(mwe/2)? 站 (mwe/2)? 


“es EV —a + 2bé€ — £2, 


min 


其 中 Ein 和 Enax 分 别 为 -a 十 2bE - 62 二 0 的 最 小 根 和 最 大 根 , 它 表 示 有 界 
轨道 的 转折 点 , 即 E=0 也 即 人 =0 的 点 ， 


émin = b— Vb?—a, émax 二 避 十 VD02 一 0. 











-0 十 2 下 = 外 = 二 
4 





利用 积分 公式 
{iV -eta sd = V 一 十 2bz 一 2Z2 一 A We 
TV82 一 0 
一 Z 十 
b arcsin 10 
2 (10) 
可 得 


Emax 


Emin 


EV ata -Ede = nlb— Va). 
注意 , 这 里 按 习 惯 取 arcsin( 一 1) = 一 过 如 果 取 arcsin( 一 JJ = 冯 ， 则 上 述 积 分 
有 一 个 整体 的 符号 差别 . 由 积分 的 结果 可 知 作 用 变量 万 友 表 头 攻 
二 Tmwe(b — 局: (11) 
注意 到 ps。<0, 则 有 


= b= 2 
mwe mwe my2 mye Mu? mwe 
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代入 式 (11), 得 


E 
四 (12) 
当 磁 场 缓慢 变化 时 , 由 于 作用 变量 是 浸 渐 不 变量 , 上 式 表 示 系 统 的 能 量 轧 


与 带电 粒子 的 回转 频率 成 正比 ,这 类 似 于 一 维 谐振 子 的 情况 ( 见 式 (049.12)). 
说 明 : 在 文献 中 , 拉 格 朗 上 日 函数 友 中 的 第 二 项 eu .4 在 前 述 规范 下 也 
常用 另外 一 种 形式 表示 


1 
eB:(rx)= a7B:M=4.:B, 


其 中 


称 为 轨道 磁 憩 . 
850 正则 变量 
850.1 内容 提要 
对 于 封闭 系统 , 简约 作用 量 So 是 gq,T 以 及 参数 和 的 函数 , 即 So = 
Solg, 1, 和)， 
而 让 二 J. phn dg (050.1) 
在 该 情况 下 , 参数 入 不 随时 间 变 化 , So 不 显 含 时 间 . 取 作 用 量 5 为 母 函数 ， 
由 它 通 过 下 式 确 定 的 w 称 为 角 变 量 
_ 05o0(g, 大 入) 
1w 二 一 
w 是 与 作用 变量 7 共 思 f 的 变量 . Tw 称 为 正则 变量 . So 生成 g,p 到 ww, 了 的 正 
则 变换 . 据 哈密 顿 方程 , 有 


(o50.3) 


T=const, w= w(T)t+ const. (050.5) 


相应 地 , 用 正则 变量 7,w 表示 的 任何 单 值 函数 F(g,p) 是 w 的 周期 为 2r 的 
对 于 参数 和 随时 间 变 化 的 非 封 闭 系 统 , 运动 方程 也 可 以 用 正则 变量 
I,w 表示 , 哈密 顿 方程 为 


i=-— (这 ) 六 (050.10) 
Ow /1 
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山王 由 (T; 入 ) 十 ( 呈 ) 时 和 A, (050.11) 


其 中 w = (98/67)、 是 振动 频率 , 而 4 定义 为 


2 
PE 本 (o50.9) 
( 统 a 


注意 , 4 在 对 和 求 导数 后 应 表示 为 1,w 的 图 数 . 
850.2 ”内容 补充 


1. 封闭 系统 的 哈密 顿 函 数 与 作用 变量 的 关系 
对 于 封闭 系统 , 其 哈密 顿 函数 不 显 含 时 间 t, 此 时 它 是 运动 积分 , 将 其 
记 为 互 , 即 
H(p,q)= E. 


由 上 式 反 解 出 >, 即 
p= p(g,E). 

将 其 代入 作用 变量 工 的 定义 式 (049.7) 对 gq 进行 积分 , 由 此 可 得 7 = 7 万)， 
即 工 只 能 是 能 量 互 的 函数 . 在 具体 问题 中 的 相关 计算 可 参见 下 一 小 节 的 
习题 

2. 正则 变量 与 运动 方程 的 求解 

从 通常 的 共 力 变量 qz 到 正则 变量 w, 了 之 间 的 变换 是 正则 变换 , 该 变 
换 可 由 简约 作用 量 $ 作为 母 隐 数 生成 . 对 于 封闭 系统 , 正则 变量 满足 的 方 
程 (050.4) 非常 易于 求解 , 其 结果 就 是 了 = const 以 及 (050.5). 此 时 再 据 50 
生成 的 变换 的 道 变 换 就 可 以 求 出 wz 与 时 间 t 及 其 参量 之 间 的 关系 , 即 原 
问题 得 到 求解 . 考虑 到 So 是 q 了 的 函数 , 实际 上 可 由 (050.3) 先 求 出 w 与 
gq, 了 的 关系 , 再 反 解 可 得 关系 g = g(w,7). 将 其 中 的 w 用 (050.5) 的 结果 代入 
即 得 到 g 与 时 间 t 及 参数 的 关系 , 即 运动 方程 的 解 . 相关 求解 的 实例 可 参 
见 下 一 小 节 习 题 . 

对 于 非 封 闭 系统 , 原则 上 可 类 似 地 进行 处 理 , 即 先 解 方程 (050.10) 和 
(o50.11), 再 通过 正则 变换 的 道 变 换 求 出 g,p 的 表示 式 . 但 是 , 在 这 种 情况 
下 , 解析 求解 方程 (050.10) 和 (o50.11) 可 能 是 困难 的 (参见 下 一 小 节 习 题 1). 


850.3 “习题 解答 


习题 1 对 频率 依赖 于 时 间 的 简 谐 振子 (哈密 顿 函数 为 (o49.11)) 写 出 
用 正则 变量 1,w 表示 的 运动 方程 . 
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解 : 先 考虑 入 (在 现在 的 情况 下 入 取 为 频率 w) 是 常数 的 情况 ， 由 
(o49.11), 即 


互 = 二 十 3mw2g2， (1) 
可 得 相应 的 正则 方程 为 
消去 p, 有 
g+wg=0, 
故 有 解 为 


gqg= Asinwt, p= mwAcoswt, 


这 里 已 将 初 位 相 取 为 零 . 考虑 到 能 量 是 守恒 的 ,将 上 述 结 果 代 入 五 = 已 的 
表示 式 可 得 








有 二 SS 
mw 
于 是 有 
2E 
q = zsSinwt, p= V2mbE coswt. (2) 
mw 


由 (049.12) 知 , 用 正则 变量 Jw 表示 时 
H=E= 1w. 


相应 于 角 变 量 忆 的 正则 方程 为 


故 有 


这 里 已 将 积分 常数 取 为 0. 
综合 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 用 正则 变量 也 几 表示 gp 时 ,有 


| 2 
gq = ee sinw, p= V21wm 人 ceosw. (3) 


现在 考虑 入 随时 间 变 化 的 情况 . 因为 在 (050.1)-(050.3) 中 的 所 有 运算 
都 是 对 常数 入 ( 即 不 变 的 w) 进行 的 , 因此 g,p 与 了 和 了 刀 之 间 的 关系 和 频 
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率 不 变 时 有 相同 的 形式 (3). 但 是 , 现在 忆 与 w 的 关系 是 (050.11), 不 再 是 
山 二 wt. 利用 式 (3) 并 根据 (050.1), 有 


So = f ma= f» (如 ) dw 一 21 / cos wdw. (4) 
Tw 


又 由 式 (050.9), 以 及 S50 通过 ww 与 ww 有关 ( 见 (4) 式 ), 则 有 
_ /2950) /950) (ow 
ac| 下 = 本 儿 吉 人 (3) 
再 利用 式 (3) 的 第 一 式 , 有 


(多 ) = 三 27 (-io) sinw 二 27 (器 ) COS w. 
ouw/。 m 2 V mw \ Ow 


由 此 可 得 


代入 前 面 的 表示 式 (5), 有 


1 J 
A= (2Icos?w) x 2 tanw = sin 2w. (6) 


将 式 (6) 代入 式 (050.10), 有 


再 将 式 (6) 代入 式 (050.11) 有 
=w+ (下 ) =w+ 训 sin2w. (8) 
式 (7) 和 (8) 就 是 所 要 求 的 运动 方程 . 
习题 2 [补充 ] 质量 为 mm 的 质点 在 重力 场 中 沿 竖 直 放 置 的 摆 线 运动 , 摆 
线 的 参数 方程 为 
z=a(0+sing), y=a(l—cos0), (—x<0<7n) 


试 求 该 质点 系统 的 作用 变量 和 角 变 量 . 
解 : 系统 有 一 个 自由 度 , 取 0 为 广义 坐标 . 摆 线 弧 长 微 元 的 平方 (d1)? 
为 
(dl)? = (dz)2 + (dy)? = a?[(1 + cos 0)? + sin? 6](d0)? = 2a2(1 二 cosb)(dg)2 


= 4a? cos? (dg)? 一 [ea (sn 引 . (1) 
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dl 


2 
号 ) = ma?(1 十 cos0)02. 


T= sm(2? 十 六 ) = ym ( 

取 z 轴 所 在 水 平面 为 重力 势能 零 势 面 , 则 系统 的 势能 ; 

U = mgy= mga(ll — cos0). 
系统 的 拉 格 并 日 函数 为 

L=T-U=ma?(l+cos00 — mga(l ~ cos0). 
由 工 根 据 定义 可 得 广义 动量 为 

pg = 玫 = 2ma?(1 + cosb)0. (2) 

据 此 , 系统 的 哈密 顿 函数 为 
1 2 


Pe 
1 I 人 十 一 一 一 一 一 一 十 1—cosg 
万 一 Ope U pc mgal COS )， (3) 


其 中 第 二 个 等 号 是 因为 动能 是 广义 速度 0 的 二 次 齐 次 形式 . 因为 及 不 显 
含 时 间 t, 它 是 运动 积分 , 即 


互 二 (常数 ). 


这 样 由 式 (3) 反 解 出 用 妃 表 示 的 pe 可 以 用 来 求 作 用 变量 . 不 过 , 这 里 为 
计算 方便 起 见 , 先 通过 特定 状态 将 媚 用 其 它 参 数 表示 . 考虑 到 0 = r 时 ， 
po = 二 0, 则 万 可 以 表示 为 

EF = 2mga. 


将 上 式 代入 式 (3) 可 得 
p23 = 47m2a3g(1 + cos0)?. (4) 
根据 定义 ,利用 式 (4) 可 得 作用 变量 为 
FF 元 fo 副 二 元 2mav 古 fa +eosgdg| = 大 now 2B /2 


故 有 
痛 三 六 = 由 全 元 (5) 
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据 (049.9), 可 知 振动 频率 为 


ee 元 = ,之 (6) 
将 式 (6) 代入 式 (5), 有 
H= I1w. (7) 


根据 式 (050.2) 并 利用 式 (3) 和 (7), 则 有 简约 作用 量 为 


0 0 
So(0, 7) -人 pe db = 2avm [ V(l+coso)[H — mga(ll ~ cos0)]d0 





日 
= zo | (1 十 cosb)[w7 — mgall — cos0)] d0. 
0 


今 &=sing, 则 上 式 可 改写 为 


¢ £ 
So0(0, 1) = smavnz [ VE — Ed = 4mavVga Va — £2 +62 arcsin | ，(8) 


其 中 


wI 
2mga” 





&0 = 


它 是 5o(b,7) 的 被 积 函 数 用 上 表示 时 的 根 . 
由 关系 (050.3) 知 , 角 变 量 为 


二 一 了 ) 1 十 cosb 
hi wI— mga(l — cos0) eos 


= awV2 二 
\/ wT — 2mgasin? 2 = 


a ,上 
三 ao a dé = arcsin 人 (9) 


注意 , 也 可 以 对 前 面 So(b,7) 的 表示 式 (8) 直接 求 工 的 导数 得 到 ww. 这 里 的 
计算 说 明 , 可 以 不 用 先 求 出 5o(9, 站 ) 的 具体 表示 式 也 可 以 求 角 变量 ww 有 时 
这 样 的 计算 过 程 可 能 更 简单 . 

根据 (050.4), 则 有 





es = 2aw Vv 2m [ -天 
VwT 一 i 
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对 上 式 积分 , 得 角 变 量 为 
Ww = wt + wo; (10) 


其 中 wo 是 积分 常数 . 结合 式 (9) 和 式 (10) 可 得 
€ = é0sinw = é0sin(wt + wo). 


但 是 由 式 (1) 可 知 , & 是 正比 于 摆 线 的 弧 长 1 的 , 于 是 上 式 表示 质点 的 运动 
是 简 谐 振动 , 这 种 简 谐 性 与 振幅 无 关 , 振动 频率 均 是 w, 这 与 821 习题 6 的 
结 采 一 致 . 


851 浸 渐 不 变量 守恒 的 准确 度 
851.1 内 容 提 要 


作用 变量 了 上 是 浸 渐 不 变量 . 在 浸 渐 近似 下 , 设 当 上 一 -co 和 上 一 +oo 
时 , 参数 A(t) 分 别 趋向 于 定常 极限 值 _ 和 +, 相应 的 浸 渐 不 变量 分 别 为 
17_ 和 攻 , 则 AT= 工 一 工 的 大 小 衡量 浸 渐 不 变量 守恒 的 准确 度 . 
在 参数 和 变化 非常 缓慢 , 即 足够 小 时 , 有 
AI=— 了 dw (051.5) 
假设 式 (o51.5) 的 被 积 函 数 在 实 轴 上 没有 奇 点 , 设 wo 是 最 接近 实 轴 的 奇 点 
且 在 对 4 的 Fourier 展开 式 (o51.3) 中 仅 保 留 负 指数 有 最 小 值 的 项 (一 般 情 
况 为 1=1 的 项 ), 则 有 
AT ~ exp(—Im wo). (051.6) 


在 浸 渐 变化 的 假设 下 , 由 上 式 可 得 出 结论 :AT 将 随 系统 参数 的 变化 率 减 小 
而 指数 衰减 . 

如 果 7 是 参数 变化 的 特征 时 间 , 了 是 系统 的 振动 周期 , 在 T/r 的 一 阶 
近似 下 , 有 





to 
w= 上 w(T, A(t))dt, (051.9) 
以 及 
,iw Adw 
Ar~Re fi wl (051.10) 


最 接近 实 轴 需要 考虑 的 奇 点 是 函数 入 和 1/w(t) 的 奇 点 . 
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851.2 内 容 补充 
1. 式 (o51.4) 和 (o51.6) 
将 式 (051.4) 第 一 个 等 号 后 的 求 和 分 为 两 部 分 并 利用 系数 所 满足 的 关 
系 4_1= 水 ,有 
O4 i i i 
= lew hi= > e+ > eh 


Be 


[三 一 co IE 1 一 一 1 
= 》 lev A +t) (i)e A = > ew A t+) (iD)e A 
i=i Et f=} 二 
= >》 le A+ (5 ww ] 
l=1 = 
= 2Re 全 ew , 
t=1 
将 上 式 代 入 (o51.5), 有 
Ce +o0 | 六 
AT= -2Re 》、 zu 人/ edw ， (51.1) 
l=1 S00 


其 中 忆 由 (o50.11) 给 出 . 在 仅 考虑 ! = 1 项 的 贡献 , 且 作 (o51.8) 的 近似 时 ， 
上 式 就 变 为 (051.10). 

设 wo 是 最 接近 实 轴 的 一 阶 极点 , 又 仅 考 虑 (51.1) 中 ! = 1 的 项 , 则 根 
据 复 变 函数 理论 有 


十 co 人》 入 
ATs =2Re 加 sa] = 一 2Re 区 lim (za 一 wr] 
= 凯 一 Wo 


= 4Texp( 一 Im wo)Re 1 im C — wo) exp(iRe 03] 。 

(51.2) 

其 中 因子 exp(-Imwo) 即 是 (051.6) 给 出 的 可 反映 AT 主要 特征 的 结果 , 而 

其 余 因 子 是 与 被 积 函 数 的 留 数 相关 的 . 对 于 其 它 1 以 及 高 阶 极点 等 情况 可 
作 类 似 的 讨论 . 

应 该 说 明 的 是 , 上 面 给 出 的 式 (51.2) 是 形式 上 的 . 在 针对 具体 问题 的 


后 从 中 找 出 有 最 小 虚 部 ( 即 离 实 轴 最 近 ) 的 那个 wo. 这 个 过 程 并 不 简单 , 本 
节 习 题 1 可 以 体现 这 一 点 . 
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2. 浸 渐 不 变量 的 证 明 

浸 渐 不 变量 通常 指 的 是 在 给 定 的 有 限时 间 间 隔 内 近似 保持 为 常数 的 
函数 FF(g,p, 入 ), 但 并 不 表示 在 任意 的 足够 长 的 时 间 间 隔 内 总 是 如 此 . 

作用 变量 是 一 个 浸 渐 不 变量 , 这 个 性 质 可 以 用 多 种 方式 进行 证 明 . 在 
849 中 讨论 的 是 一 个 自由 度 的 系统 , 借助 于 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 的 
哈密 顿 方程 以 及 参数 缓慢 变化 的 性 质证 明了 作用 变量 是 浸 渐 不 变量 . 在 
本 节 中 则 以 用 作用 变量 和 和 角 变 量 表 示 的 哈密 顿 方程 (050.10) 为 出 发 点 , 考 
虑 到 母 函 数 对 参数 的 导数 ( 即 式 (o50.9)) 是 关于 角 变 量 的 周期 函数 , 经 过 对 
该 函数 取 周 期 平均 的 简单 计算 即 可 得 出 作用 变量 是 浸 渐 不 变量 的 结论 . 后 
一 种 方法 很 容易 推广 到 多 自由 度 的 系统 , 在 852 对 此 有 所 讨论 . 应 该 指出 
的 是 , 这 里 采用 的 对 系统 运动 的 周期 取 平 均 的 方法 在 思想 上 与 830 的 处 理 
方法 是 一 致 的 , 是 消去 快速 变化 的 部 分 而 保留 平缓 变化 的 部 分 , 这 是 所 谓 
的 平均 化 方法 , 是 处 理 时 变 系统 ,受到 含 时 扰动 (或 称 摄 动 ) 的 问题 等 的 一 
种 常规 方法 . 

文献 中 往往 也 采用 数学 分 析 的 方法 证 明 作用 变量 的 温 渐 不 变性 9, 它 
也 是 利用 由 作用 变量 和 和 角 变 量 表示 的 哈密 顿 方程 (050.10) 和 (o50.11), 但 所 
证 明 的 是 在 某 一 足够 大 的 时 间 间 隔 内 作用 变量 1(t) 与 其 初始 值 1o 的 差 总 
是 一 个 小 量 , 由 此 表明 在 这 个 时 间 间 隔 内 作用 变量 是 近似 不 变 的 . 


851.3 “习题 解答 
习题 1 设 简 谐振 子 的 频率 按 规律 


2_ ,21+ae® 
Wa 
上 在 招 


从 上 一 一 oo 时 的 值 w_ =wo 到 上 一 oo 时 的 值 w = Vawo(a > 0,a < wo) 缓 
慢 变 化 , 试 估算 AT 的 量 级 . 
解 : 将 频率 w 自身 取 为 参数 入 将 题 中 给 出 的 频率 表示 式 取 对 数 , 有 


2Inw= nw +ln(l+ae®)— In(l+e®t). 


人 @ 例 如 ,参见 V.I. Arnold. Mathematical methods of classical mechanics, 2nd ed. Springer- 
Verlag, 1989, 第 52 节 ; B. 阿 诺 尔 德 . 经 典 力 学 的 数学 方法 (第 4 版 ). 齐 民 友 译 . 北京 : 高 
等 教育 出 版 社 , 2006; I Percival and D. Richards. Introduction to dynamics. Cambridge 
University Press, 1982, pp149-153. 新 近 对 《力学 》 所 引 A. Slutskin 方法 的 改进 可 参阅 , A. 
1. Neishtadt. On the accuracy of persistence of adiabatic invariant in single-frequency systems. 
Regular and chaotic dynamics, 5(2)(2000)213. 
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对 上 式 求 时 间 的 导数 , 则 有 


山 1[ aae®t aect 
w 2|11+aeat 1+eat|’ 





即 
A_af oo __1. 
WwW 2 \e-at+a e-at+1/. (1) 
当 e-od 一 -1 和 ec 二 一 ua 时 , 式 (1) 右 边 的 函数 有 极点 . 为 确定 最 小 正 的 
to 
虚 部 Im wo, 考虑 到 wo =| wdt, 先 计 算 积 分 /ae 


1 at 
fat= fo dt 
2 
= wo | (Vite + ViTaen) 十 
2Va 
= (Vall + ew) + Vit aee) E (2) 


现在 相关 的 函数 (1) 有 两 个 极点 , 则 对 应 两 个 to. 下 面 分 别 讨论 以 找 出 满 
足 要 求 的 to 以 及 Im wo 之 值 . 
(i) 对 于 et 二 一 1 相应 的 极点 ,有 ato = 一 Inm(-1). 利用 式 (51.3), 有 
to 
w- |/ wdt = wo End -and+ nV)|. 
如 果 a < 1 上 式 右 边 仅 有 第 一 项 中 含有 虚 部 .为 了 使 虚 部 是 正 的 , 则 
取 -1=eri, 相应 有 


Im wo = <， (a < 1). (3a) 


如 果 a> 1, 则 有 
2 i 2 ; 
wo = wo 攻 一 一 jn (sw |1— al) + We (e™? |1— 可 
a a a 


于 是 有 


Imiwvo = 


ne (a > 1). (3b) 


(ii) 对 于 e-%t 二 一 a 相应 的 极点 ,有 ato= 二 一 In(-a). 利用 式 (51.3), 有 


to 
wo 三 / wdt = wo -Em 一 Zhn 人 一 1 二 2 (Va— | 
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因为 a>0, 如 果 a>1, 则 上 式 右 边 仅 有 第 一 项 中 含有 虚 部 . 为 了 使 该 虚 部 
是 正 的 , 则 取 -a 二 e-ira, 由 此 


Im wo = 如， (a > 1). (4a) 


如 果 a<1, 则 有 
ee TT 1 2 in/2 1 2Va ix/2 
wo = wo me 2 人: 上 + mn(e Via—1) 。 


故 有 


Im wo = 


wh, (a <1). (4b) 

将 (3a) 与 (4b) 以 及 (3b) 与 (4a) 分 别 比 较 可 以 看 出 , 极点 ato 二 一 In(-a) 
相应 的 Imwo 有 最 小 值 , 即 该 极点 离 实 轴 最 近 . 综合 前 面 的 结果 , 与 极点 
ato = 二 一 In( 一 a) 对 应 的 Imwo 为 


J (a > 1), 
Im wo = 
wonxVa/a, (a< 1). 


据 850 的 习题 1 可 知 , 对 于 简 谐 振子 , 4~ sin2w ~ ei2lw 一 ei2lw ( 见 式 
(6)), 所 以 级 数 (051.3) 化 为 两 项 和 的 形式 , 且 1! = 士 2. 因此 , 根据 前 面 的 讨 
论 以 及 有 关 结 果 , 有 
exp( 一 2wory/a)， (a > 1)， 


AT ~ exp(—2I 
exp( 一 2Im wo) | exp(—2wonVa/a), (a<1). 


习题 2 ( 略 ) 
852 条 件 周 期 运动 
852.1 内 容 提要 

1. 条 件 周 期 运动 

对 于 完全 可 分 离 封 闭 系 统 的 有 限 运 动 , 每 个 坐标 g; 在 一 定 范 围 内 运 
动 , 相应 有 作用 变量 

I = fridg, (052.4) 

以 及 角 变 量 


O50(g, 1) OSk (qk, 1) 扣 
wi 一 5 三 >, or (052.5) 
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其 中 母 函 数 是 表示 为 坐标 g; 和 作用 变量 环 的 函数 形式 的 作用 量 . 这 些 正 

则 变量 的 运动 方程 为 

OE(1) 
al; 

在 相 空 间 中 沿 着 任意 封闭 曲线 绕 行 一 周 , w 可 能 改变 27 的 整数 (或 者 零 ) 

倍 . 由 此 系统 状态 的 任何 单 值 函数 FF(g,p) 可 以 表示 为 下 列 形式 的 展开 式 





Ti 三 const, ?ui = t+ const. (052.6, 052.7) 


Rs bb 轩 SD Ali12.s exp {it (wi 十 12wa t+ lews)}, (052.9) 
=-00 ls=—o0 
其 中 ,12,… ,ls 为 整数 , 每 一 项 是 频率 为 iw + Lawz 十 … 十 lsws 的 周期 运 
动 , 而 wi = 08/91i 是 基 频 . 一 般 而 言 , 所 有 项 的 频率 不 是 某 一 频率 的 整数 
(或 有 理 数 ) 倍 , 即 这 些 频率 之 间 无 公 度 , 上 式 描述 的 运动 不 是 严格 的 周期 
运动 . 如 果 系 统 某 时 刻 经 过 某 个 状态 , 在 足够 长 的 时 间 内 系统 会 无 限 接近 
这 个 状态 , 系统 的 这 种 运动 称 为 条 件 周 期 运动 . 
2. 简 并 性 及 其 性 质 
如 果 基 频 w 中 有 两 个 (或 更 多 个 ) 在 五 取 任 意 值 的 情况 下 是 可 公 度 
的 , 即 它们 之 比 是 整数 或 有 理 分 数 时 , 这 种 情况 称 为 简 并 . 如 果 所 有 s 个 频 
率 可 公 度 , 则 系统 的 运动 称 为 完全 简 并 的 (更 具体 的 讨论 见 本 节 内 容 补充 
部 分 ). 在 完全 简 并 情况 下 , 运动 是 严格 单一 周期 的 ,所 有 质点 的 轨道 都 是 
封闭 的 . 
简 并 运动 的 几 个 性 质 : 
(i) 能 量 五 所 依赖 的 独立 变量 五 的 数目 减少 , 即 EE 可 能 是 某 些 1 的 线 
性 组 合 的 函数 (参见 本 节 习 题 以 及 内 容 补充 部 分 的 相关 讨论 ); 
人 单 值 的 运动 积分 的 数目 多 于 有 相同 自由 度 的 非 简 并 系统 的 运动 积 
分 数目 , 即 有 附加 的 运动 积分 @. 
(ii) 简 并 人 允许 系统 在 多 种 坐标 系 下 进行 变量 分 离 . 
3. 浸 渐 不 变量 和 Hannay 角 
对 完全 可 分 离 的 多 自由 度 系统 , 在 浸 渐 过 程 中 , 作用 变量 五 是 浸 浙 
不 变量 , 相应 角 变 量 的 变化 ( 称 为 Hannay 角 ) 是 一 个 几何 性 质 的 量 . 关于 
Hannay 角 的 一 些 讨论 参见 内 容 补充 部 分 以 及 所 引 参 考 文献 . 
钙 在 文献 中 常 将 这 些 多 出 的 运动 积分 归 因 于 所 谓 的 偶然 对 称 性 , 动力 学 对 称 性 (或 
称 为 隐 含 对 称 性 ), 即 系统 具有 更 高 的 对 称 性 . 参见 , N. Mukunda. Dynamical symmetries 


and classical mechanics. Phys. Rev., 155(1967)1383-1386; P. Stehle, M. Y. Han. Symmetry 
and degeneracy in classical mechanics. Phys. Rev., 159(1967)1076-1082. 
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852.2 ”内容 补充 


1. 角 变 量 的 变化 (052.8) 
对 于 可 分 离 变量 的 多 自由 度 系统 , 由 式 (o52.5) 可 知 


可 So(q IN OSk(gxk, 了) 
Aw =A( ol; OF; ) 


k 


人 人 Et O(2z1x) _ 


5 


其 中 利用 了 式 (052.3) 以 及 5116= 5ki. 这 个 结果 表明 角 变 量 wi(g, 7 了) 是 
坐标 的 多 值 函数 . 

2. 简 并 条 件 (052.12) 

当 万 = (no 了 十 nmi) 时 , 显然 有 


oF 人 OE(n2ll 十 n112) (72 万 十 nil2) a OE(nzll 十 n112) 
on 加 O(n2T 十 m172) 太 = a(m2 万 十 172) 





oF 本 OE(nzTi 十 ml72) (ma2 万 本 nil2) OE(n2z 人 n+ 72172) 


Ol: Onali + nk) OL Wy 


由 此 , (o52.12) 成 立 , 也 即 有 miwl = nzw2. 因为 ni,nz 是 整数 , 则 (o51.12) 表 
示 两 个 频率 是 可 公 度 的 . 对 于 具有 这 样 特点 的 两 个 自由 度 的 系统 , 相 空 间 
中 的 轨道 是 封闭 的 , 即 运动 是 周期 的 . 一 个 典型 的 问题 是 二 维 简 谐振 子 , 其 
轨道 是 所 谓 的 Lissajous@ 图 形 . 如 果 两 个 相互 垂直 方向 的 分 运动 的 频率 是 
可 公 度 的 , 则 Lissajous 图 形 是 封闭 的 . 

3. 可 分 离 性 、 对 称 性 与 简 并 的 关系 包 

在 经 典 力学 中 , 简 并 性 是 按 下 列 方式 定义 的 . 对 于 有 s 个 自由 度 的 多 
周期 有 界 系统 , 设 基 频 分 别 为 wi,wo,… ,ws, 其 中 wi = 8H/91;. 如 果 这 些 频 
率 是 无 公 度 的 , 即 频率 之 比 不 是 有 理 分 数 , 则 称 该 系统 是 非 简 并 的 . 如 果 在 
频率 之 间 存 在 f 个 下 列 形式 的 关系 





站 =0， 优 二 3.…, 胃 (52.1) 


其 中 71 为 整数 , 则 称 系统 是 f 重 简 并 的 . 当 /= s -1 时 , 称 系统 是 完全 简 
并 的 , 此 时 所 有 频率 之 比 是 有 理 分 数 , 系统 的 运动 是 单 周期 的 . 


外 Jules Antoine Lissajous, 1822 一 1880, 法 国 数学 家 . 
@ 前 面 脚 注 中 P. Stehle, M. Y. Han 的 文章 . 
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对 于 哈密 顿 系统 , 如 果 用 作用 变量 和 角 变 量 表示 时 , 系统 的 哈密 顿 函 
数 (这 里 也 即 系统 的 能 量 ) 仅 是 作用 变量 的 整 系数 线性 组 合 的 函数 , 则 该 系 
统 是 简 并 的 . 例如 , 对 于 有 球 对 称 性 的 系统 , 哈密 顿 泡 数 仅 通过 组 合 五 + 和 


与 lo 和 I。 有关 (参见 本 节 习 题 1), 则 有 we = wp, 即 系统 简 并 . 





我 们 通过 具体 的 例子 讨论 可 分 离 性 与 简 并 的 关系 . 对 于 有 心力 问题 ， 
在 球 坐标 下 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 是 可 以 分 离 变 量 的 (参见 848 例题 


1). 有 心力 场 中 系统 的 哈密 顿 函 数 为 


1 2 D2 
-去 罗 + 开 + = 





= U(r). 
2m r2 sin20 业 





相应 地 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


1 /85SoN\ ” 1 /8SoN? 1 So\ 2 
吉 (如 T Brnra (W) or PO 


5 
Op 
汐 0 三 Ppp 十 Si1(7) 全 92(0)， 


因为 p 是 可 遗 坐标 , 则 可 将 设 为 一 常数 , 记 为 ps 同时 可 令 
代入 (52.3) 可 得 


d92 2 py 2 2 d91 2 
( 守 ) er eked [ 互 一 V(r)] 一 7 ( ) ' 








于 是 , 有 


2 po 2 1 2» 2 
D6 十 2 三 2777 1- -直下 硅 ,M 
其 中 a 是 分 离 常 数 , a > 0. 
下 面 求 作 用 变量 . 由 上 面 的 讨论 可 知 ， 





1 
一 六 pp dp = py 
又 由 (52.5) 可 得 
5 
也 
= 2 一 ba 
人 sin20 
a 
a 
pr = 4/2m(E—U)— 7 


(52.2) 


(52.3) 


(52.7) 


(52.8) 
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根据 定义 , 有 
站 
万 去 godao= 云 由 [2 pe sin20 sing og 
sin? 54 | 2 p2 
sin20 





d0'— ps 





i a 
由 由 2 db 
| 2 / 2 
py :_2 Po 
1 二 = Qsin 04/1— 
a2 sin20 a2sin20 


考虑 到 前 面 的 条 件 , 令 Te = cos7, 则 有 
cos7 


¢ 1 
一 |aQ 一 一 一 一 = 一 一 
27 coOs27Yy cos? 
U/L = sin 204/1 
Sin 0 sin2 0 


对 上 式 右 边 第 一 项 和 第 二 项 的 积分 分 别 作 下 列 形 式 的 变量 代 换 


-ned 








A coso 
sin 0 = 一 一 ， sing = cot’y cotb, 
sin”y 
则 前 面 的 表示 式 可 改写 为 


1 一 _ 
n= 去 [ef -nf | = — pp; (52.9) 


对 于 pr 相应 的 作用 变量 , 需要 给 定 U(7) 的 形式 才 有 可 能 求 出 . 如 果 外 场 是 
平方 反比 有 心力 , 求解 过 程 和 结果 见 本 节 习 题 1. 
由 (52.6) 和 (52.9) 可 得 到 分 离 常数 与 作用 变量 之 间 有 关系 


a= 1+1,, (52.10) 
中 


它 显示 存在 前 面 所 说 的 简 并 性 . 
现在 考虑 球 对 称 性 与 简 并 性 之 间 的 关系 . 令 系统 用 笛 卡 儿 坐 标 系 C 描 
述 , 从 该 坐标 系 变换 到 球 坐 标 系 P, 其 原点 位 于 力 心 . 在 新 坐标 系 中 , 哈密 
顿 - 雅 可 比方 程 是 可 以 分 离 变 量 的 . 现在 考虑 7") = 0 的 轨道 . 系统 的 任 
意 变 量 (例如 C 的 笛 卡 儿 坐 标 之 一 z) 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 表示 为 一 多 
重 Fourier 级 数 , 它 仅 包含 径 向 运动 频率 wr 和 和 角 向 运动 频率 ww， 


z= bn A expfi(liwr + Law)t], (52.11) 


ll ,tl2=—o0 
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这 是 因为 对 该 轨道 9 是 常数 , 其 中 ,12 是 整数 . 

这 同一 轨道 也 可 以 用 另 一 球 坐 标 系 P' 来 描述 , P' 是 PP 通过 转动 R 得 
到 的 . 在 新 坐标 系 P' 中 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 如 同 在 已 中 一 样 是 可 以 分 离 
变量 的 , 因为 哈密 顿 函 数 对 转动 R 是 不 变 的 , 即 它 具有 转动 不 变性 . 但 是 ， 
上 面 所 考虑 的 1?) = 0 的 轨道 现在 相应 于 WK?) 关 0 的 轨道 . 于 是 坐标 > 现 
在 可 表示 为 包含 三 个 频率 的 多 重 Fourier 级 数 


wb > Mutats expli(liwr 下 l2woy lswe)t], (52.12) 


li,lz,l3=—00 


z 对 坐标 > 的 依赖 关系 不 变 , 则 级 数 (52.12) 中 通过 7 与 时 间 t 的 关系 来 描 
述 xz 与 时 间 t 的 关系 的 那些 项 没有 改变 . 而 z 对 时 间 t 总 的 依赖 关系 也 不 
变 , 于 是 , 在 P' 中 对 角 变量 的 依赖 关系 与 在 已 中 一 样 必定 包含 相同 的 频率 ， 
这 意味 着 有 we = nwy, 这 里 nn 为 整数 . 这 是 下 列 事实 的 一 个 结论 :在 PP 中 
完整 地 变化 一 周 相应 于 在 已 中 内 和 9' 完整 变化 一 周 , 因为 从 PP 到 P' 的 
变换 是 单 值 的 . 类 似 地 推理 , 从 I, = 0 的 轨道 出 发 可 以 导出 ws = n/wo, 因 
此 nn 和 wn 都 是 1, 即 wo = ws. 

因为 转动 R 是 有 限 转动 , 则 关系 we = we 对 所 有 轨道 均 成 立 , 而 不 是 
仅 对 p= 0 附近 的 那些 轨道 . 于 是 考虑 到 系统 的 哈密 顿 函 数 (也 即 系统 的 
能 量 ) 与 频率 之 间 的 关系 , 则 哈密 顿 函数 仅 通过 线性 组 合 


lg = le+l1y 


与 fo 和 I 有关. 这 表明 了 哈密 顿 函数 在 转动 下 的 不 变性 ( 即 系 统 有 转动 
对 称 性 ) 导致 简 并 的 出 现 . 注意 , 与 pg 和 9 相关 的 运动 之 间 的 简 并 是 所 有 
有 心力 场 作用 的 系统 的 共同 性 质 . 

4. Hannay 角 

在 《力学 》8$51 和 本 节 中 证 明了 作用 变量 五 是 浸 渐 不 变量 , 那么 与 
其 共 罗 的 角 变 量 在 浸 渐 过 程 中 的 行为 如 何 呢 ? 这 个 问题 在 英国 物理 学 家 
Berry 巴 于 1984 年 发 现 了 量子 力学 的 所 谓 Berry 相 后 @, 才 由 Hannay 人 进行 


Q@ Michael Victor Berry, 1941 一 , 英国 布 里 斯 托 尔 (Bristol) 大 学 物理 系 教授 , 1998 年 
沃 尔 夫 (Wolf) 物理 学 奖 得 主 . 

©® M. Berry. Quantal phase factors accompanying adiabatic changes. Proc. R. Soc. Lond., 
A392 (1984) 45-57， 关 于 量子 系统 中 Berry 相 的 详细 讨论 和 应 用 可 参见 A. Bohm, A. 
Mostafazadeh, H. Koizumi, Q. Niu( 牛 谦 ) and J. Zwanziger, The geometric phase in quantum 
systems，Springer-Verlag,2003; 北京 : 科学 出 版 社 , 2009. 

@ John Hannay, 1951—, 英国 布 里 斯 托 尔 大 学 物理 系 教 授 . 
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了 研究 0. 结果 表明 , 在 经 典 情况 下 有 Berry 相 的 对 应 量 , 现在 称 为 Hannay 
角 . 

假定 参数 的 数目 n > 1 记 为 入 = (1,X2,… ,Mn). 又 设 所 有 参数 是 时 
间 t 的 周期 函数 , 上 且 这 些 周期 是 可 公 度 的 , 则 存在 周期 r, 使 得 对 所 有 参数 
有 A 入 (7) = 入 (0), 同时 五 (q,p, 入 (7)) = 五 (gq,p, 入 (0)). 参数 的 变化 在 参数 空间 形 
成 一 闭合 的 回路 . 由 (050.11) 的 多 参数 推广 形式 可 知 , 角 变 量 在 周期 r 内 
的 变化 为 


BA(G) NA7) 8 _ 
05. 05. O05. 
参 0 voo C20 
其 中 4 是 (050.9) 的 多 参数 推广 , 即 4 = 人 = 人 二 ea， 


oy ( 吏 ) 小 式 (52.13) 中 的 第 一 项 是 角 变 量 的 动力 学 变化 , 它 在 参数 


不 变 时 就 出 现 的 . 但 第 二 项 的 性 质 则 完全 不 同 , 它 取决 于 参数 空间 的 路 径 
而 与 时 间 无 关 . 考虑 到 7 为 浸 渐 不 变量 , 再 将 (52.13) 对 系统 的 运动 周期 取 
平均 , 并 将 其 中 的 第 二 项 记 为 人 wa, 即 


8 fxr)_ 
AuwH = 上 A(T, 和 A) .dA, (52.14) 
or 入 (0) 


其 中 
2 
pi 去 | AT w, A} duw, 
0 
它 不 依赖 于 w. 对 于 参数 空间 的 一 个 闭合 回路 , (7) = 和 (0), 则 有 
局 本 
Au = 由 XUTA) :dA #0. (52.15) 
这 个 人 wp 称 作 Hannay 角 . 


现在 将 (52.15) 的 右边 改 为 另外 一 种 形式 . 注意 到 母 函 数 ( 即 简约 作用 
量 ) 50 = So(g(I,w, 入 ), 了 ,入 ), 则 有 
0g 
( 动 , 


950 =-( 裕 ) + 如 (器) - (名 和 六 
OA 和 wl OA 和 qT Og 了 入 OA 和 wlI OA qaqal 
Og 
一 前 (器 ) . (52.16) 


于 是 
A= ( 镶 ) 加 ( 吕 ) ， 
OA /yx OA J 
© J. Hannay. Angle variable holonomy in adiabatic excursion of an integrable Hamiltonian 


J. Phys., A18 (1985)221-230; M. Berry. Classical adiabatic angles and quantal adiabatic phase. 
J. Phys., A18 (1985)15-27. 
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将 式 (52.16) 代入 式 (52.15), 同时 考虑 到 4 中 第 一 项 对 Awn 的 贡献 是 一 
梯度 的 积分 , 它 等 于 零 , 于 是 可 得 


0 Og 
过 二 全 52.17 
人 vw 计 三 一 可 r[ 妆 ) ， 二 . dA 和 一 bra (5 ) 


应 该 强调 指出 的 是 , 上 式 中 的 积分 路 径 是 参数 空间 中 的 而 不 是 相 空 间 中 
的 , dg( 和 ) 是 由 于 参数 入 的 改变 所 引起 的 变量 q 的 变化 . 尽管 参数 入 的 变化 
是 与 时 间 有 关 的 , 但 (52.17) 的 求 和 却 是 只 针对 入 的 取 值 而 不 明显 地 涉及 
时 间 , 故 Aw 的 性 质 不 是 由 动力 学 规律 决定 的 , 它 完全 是 一 种 几何 效应 . 

Hannay 角 在 许多 问题 中 出 现 , 可 参见 下 一 小 节 的 习题 2 以 及 有 关 文 
献上 . 

5. KAM 定理 

在 《力学 》 本 节 最 后 一 段 所 提 到 的 性 质 实际 上 是 KAM 定理 的 一 部 分 
内 容 . KAM 定理 是 以 数学 家 Kolmogorov®@, Arnold@ 以 及 Moser® 的 名 字 命 
名 的 . 

完全 可 分 离 的 系统 是 一 种 可 积 系统 , 相应 的 s 个 作用 变量 五 是 常数 ， 
它们 对 系统 的 运动 给 出 限制 , 运动 轨道 将 位 于 相 空 间 的 s 维 子 空间 上 , 该 
0 个 s 维 的 环 面 . 环 面 上 可 以 有 几何 性 质 完 全 不 同 的 s 个 环 路 . 

常用 作用 变量 (1,… ,1) 标记 环 路 , 而 在 一 给 定 环 路 上 的 各 点 由 角 变 
- (wi;w2,… ,ws) 描述 . 例如 , 对 于 一 个 自由 度 的 系统 , 环 面 是 “H(g,p) = 
常数 ”的 闭 曲 线 ( 见 图 7.3(a)). 对 于 两 个 自由 度 的 可 分 离 系统 , 环 面 是 二 维 
曲面 , 等 同 于 轮胎 的 表面 . 该 情况 下 , 环 面 有 两 个 环 路 , 分 别 对 应 于 大 圆 和 
小 圆 ( 见 图 7.3(b)). 与 完全 可 分 离 系统 的 哈密 顿 函 数 相差 一 个 小 量 的 哈密 
顿 函 数 描 述 的 系统 是 所 谓 的 近 可 积 系统 . 

KAM 定理 涉及 近 可 积 哈密 顿 系统 的 运动 特征 , 它 的 数学 证 明 比 较 复 

杂 , 但 其 结论 以 及 相关 的 物理 图 像 是 比较 清晰 的 , 可 以 表述 如 下 . 


@ 例如 ，R. Montgomery. How much does the rigid body rotate? A Berry's phase from 
the 18th century. Am. J. Phys. 59(1991) 394-398; M. V. Berry and M. A. Morgan. Geometric 
angle for rotated rotators, and the Hannay angle of the world. Nonlinearity 9(1996)787-799; J. 
Hamilton. Aharonov-Bohm and other cyclic phenomena. Springer-Verlag, 1997; 本 书 作 者 所 编 
写 的 《理论 力学 学 习 指导 与 习题 解析 (理科 用 )》( 科 学 出 版 社 , 2008) 第 9 章 的 部 分 习题 
以 及 所 引 参 考 文献 . 

加 Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903 一 1987, 苏联 数学 家 , 1980 年 获 沃 尔 夫 数 学 蜂 . 

@ Vladimir Igorevich Arnold, 1937-2010, 苏联 /俄罗斯 数学 家 , 1982 年 获 首届 Crafoord 
奖 , 2001 年 获 沃 尔 夫 数 学 奖 . 

@ Jiirgen Moser, 1928 一 1999, 美 籍 德 裔 数学 家 , 1995 年 获 沃 尔 夫 数 学 奖 . 
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102 
w 
(a) s=1 (b) s=2 


图 7.3 完全 可 分 离 系 统 的 相 空 间 环 面 


KAM 定理 : 设 不 可 积 系统 的 哈密 顿 函 数 可 以 写 为 下 列 形式 
过 王 Holl;) 十 eHi(1i, wi), (52.18) 


其 中 e 是 小 参量 , Ho 是 可 积 的 , Ho 相应 的 运动 限制 在 s 维 环 面 上 . 如 果 (i) 
五 中 导致 不 可 积 的 扰动 eH 很 小 (此 时 称 该 系统 为 近 可 积 系统 ); (i 可 积 
的 Ho 对 应 的 频率 满足 无 公 度 (或 称 非 共 振 ) 条 件 


D(wlwo…… ,Ws) 
DZ … is) 


则 哈密 顿 函数 五 的 绝 大 多 数 解 相应 的 运动 仍然 限制 在 s 维 环 面 上 . 这 些 
环 面 的 形状 与 eHi = 0 时 的 相 比 仅 略 有 变形 , 但 运动 的 定性 图 像 与 未 扰动 
的 可 积 系统 相同 . 

KAM 定理 是 近 可 积 哈密 顿 系统 运动 稳定 性 的 判 据 . 它 表 明 , 当 扰 动 很 
弱 时 , 系统 的 运动 轨道 是 稳定 的 , 运动 仍然 限制 在 s 维 环 面 上 . 由 此 可 见 ， 
不 可 积 系统 要 出 现 随机 的 运动 , 需要 破坏 KAM 定理 成 立 的 两 个 条 件 . 

最 后 另外 作 一 点 说 明 .《 力 学 》 将 与 KAM 定理 有 关 的 内 容 以 概要 的 形 
式 作 为 结尾 是 值得 玩味 的 , 这 表明 书 中 主要 讨论 了 KAM 定理 之 前 也 就 是 
20 世纪 60 年 代 以 前 的 力学 中 的 核心 基础 和 一 些 重要 的 成 果 . 但 是 , 我 们 知 
道 , 与 KAM 定理 相关 的 此 后 发 展 是 与 非 线 性 、 混沌 、 分形 等 密切 相关 的 ， 
它们 深化 了 对 于 力学 基本 原理 的 理解 , 更 重要 的 是 认识 到 力学 系统 中 有 内 
在 随机 性 , 确定 性 描述 和 概率 性 描述 之 间 存 在 深刻 的 联系 , 而 不 存在 不 可 
逾越 的 鸿沟 . 相关 讨论 可 参考 非 线 性 物理 方面 的 著作 @. 


852.3 “习题 解答 
习题 1 试 求 势 场 U 二 -a/r 中 椭圆 运动 的 作用 变量 . 


@ 例如 , A. J. Lichtenberg, M. A. Lieberman. Regular and chaotic dynamics, 2nd ed. 
Springer-Verlag, 1992. 


#0， (52.19) 
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卡 


解 : 在 运动 平面 内 采用 平面 极 坐 标 系 . 以 极 坐标 由 吕 为 广义 坐标 , 则 系 
DA 


1 1 Ga 
ye Ey eB 
2m (p+ 二 ) 7 


它 不 显 含 时 间 t, 则 有 相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


2 2 
1 050 = 2 十 1 050 = 
2m \ Or r 2mr? \ Ow% 


因为 p 是 循环 坐标 , 则 可 令 





So = Mo + Si1(7), 


其 中 M 是 常数 . 将 其 代入 上 式 , 则 有 


So\” /dSi\? a M? 
( 沼 ) - (全 ) Sn B+ -aa|， 





即 有 
pp = Be 一 只 
_ 05 dS M 
Poor dr am |B+ -| 


根据 作用 变量 的 定义 , 有 


1 2r 1 27 
2 二 Fr / Ppdy = 7 人 dy 


1 1 | Qo M? 
Ir = 去 godr=- D7 由 [am (E+ 一 | 二 所 | 


对 于 椭圆 运动 ， 轩 过 0 同时 有 Tmin <T < Tmax; 其 中 Tmin; Tmax 分 别 是 方程 
2mErm? 十 2mar 一 M?==0 的 最 小 根 和 最 大 根 , 即 
~ _ ee Ve-2EM/m 
Tmin 一 2|E| 2E| 


a Va2 —2|IEIM?/m 


本 ”本 
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于 是 
1 Tmax Qo M2? 
i -a 
Me i 
Tmax 
= 2mEr? + 2mar 一 AMT2d7 
TT Tmin 


对 rm er i me . 2|Elr—a 
二 一 2mEr2+2mar 一 M?+ oo arcsin | 一 一 一 | 一 
T | V2mlE| (a 


加 2 Tmin 
NM arcsin or M/m 
rvoe — 2M?/m)|. 


= 巴 二 | 三 一 M +a 
区 2 





由 这 两 个 作用 变量 的 表示 式 可 得 能 量 用 它们 表示 的 形式 为 
ITT2GQ2 


总 = 站 7 )2 


由 此 可 得 7,y 变化 的 频率 分 别 为 


OP mo? 
站 1 在 J 


tw 垂 


OE mo? 


ly Ut 

这 两 个 频率 是 相等 的 ,反映 了 椭圆 轨道 运动 是 简 并 的 . 

习题 2 [补充 ] Hannay 环 

质量 为 m 的 小 珠子 在 一 个 形状 任意 的 平面 刚性 封闭 环 路 上 无 摩擦 地 
滑行 (如 图 7.4). 设 环 的 周 长 为 1, 面积 为 A. 如 使 整个 环 路 绕 重 直 于 环 面 且 
过 O 点 的 转轴 缓慢 地 转动 , 求 相 应 的 Hannay 角 . 

解 : 以 小 珠子 为 系统 , 它 的 运动 有 一 个 自由 度 . 取 小 珠子 相对 于 环 路 
上 某 一 固定 点 C 的 弧 长 s 为 系统 的 广义 坐标 ( 见 图 7.4). 任 一 时 刻 , 设 珠子 
的 位 矢 为 "= 二 7(s), 其 相对 于 固定 参考 系 的 速度 为 


v= Ser 十 上 XT， 
其 中 er 为 沿 环 的 切线 方向 的 单位 矢量 , w 为 环 转动 的 角速度 ,w= 00 是 
环 路 转动 的 角度 , 选 它 为 参数 . 考虑 到 中 与 了 重 直 , 则 7 xer 的 方向 与 由 


@ 参见 前 面 所 引 J. H. Hannay，M. V. Berry 的 文章 以 及 S. Golin. Existence of the 
Hannay angle for single-frequency systems. J. Phys., A 21(1988)4535-4547. 
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TAQ cos ac 






TrAbsin aw 
a 





图 7.4 


的 方向 平行 , 于 是 有 
人 2 一 (5er 十 wxXT) 一 如 十 (wx7) 2 十 25er. (wx7) 


一 纪 十 r262 二 28.(rxer) 三 纪 十 r262 十 250lr x er|. 
系统 的 动能 为 


T= smv? = sm | 十 r(s)262 + 2|r(s) x erls0| (1) 


设 环 路 位 于 水 平面 内 , 则 在 小 珠子 运动 过 程 中 其 重力 势能 没有 变化 , 可 取 
为 零 , 即 U=0, 则 系统 的 拉 格 并 上 日 函数 为 LL 二 TT 一 U=T. 

可 以 利用 几何 关系 将 式 (1) 右边 最 后 一 项 改写 为 方便 使 用 的 形式 . 当 
5 变 为 s 十 ds 时 ,位 和 拓 7(s) 将 变 为 r(s 十 ds) 仿 7(s) 十 dr(s), 该 过 程 中 位 和 失 扫 
过 的 面积 为 


at) = 3Ir(s) mm 3Ir(s) 2 











相应 地 ， 
号 =4G)= 卫 |-(9)x TE = Irs) x er (2) 
将 上 式 代入 前 面 的 表示 式 , 有 
世 二 各 三 3m [32 + 7(s)26? + 4564'(s] . (3) 
相应 地 , 广义 动量 为 
p= 可 =m 6 入 264'(s)| | (4) 


哈密 顿 函 数 为 


四 202 5 
H=ps 二 | 2m0A (s)| 3m.7(s) 0 . (5) 
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在 固定 参数 (这 里 是 0) 以 及 能 量 马 时 , 作用 变量 为 


1 1 1 
[= = Vds = Vim (6) 
27 2 27 


母子 数 则 为 
2T7s 
So(s, 1,0) = pds’ = 1 V2mE(I)ds’ = V2mE(I)s = (7) 
0 0 


l 





根据 式 (050.2), 广义 动量 为 
加 OSo(s, 1,0) 7 277 
- Os 多 (8) 
根据 式 (050.3), 与 T 共 罗 的 角 变 量 为 
OSo(s,1,0) _ 2ns 


ne ® 
当 环 路 缓慢 地 旋转 时 , 参数 9 随时 间 + 变 化, w,s 等 均 与 参数 89 有关 ,也 
随时 间 变 化 . 在 环 路 旋转 一 周 时 , 由 (52.17) 可 得 角 变 量 的 变化 , 即 Hannay 


角 为 


上 27 1 2 D 
AwH = -于 上 dg 去/ dwp(Tw,0) sD,0)| 3 


将 式 (8) 代入 上 式 , 再 利用 式 (9) 将 上 式 中 对 忆 的 积分 改 为 对 s 的 积分 ,有 


Au =- 0/ a 二 s(T wb) (10) 
H = 一 3 Bo? 3 Os 


现在 考虑 环 路 的 转动 引起 的 s 的 变化 . 令 环 路 绕 过 O 点 重 直 于 环 路 
平面 的 转轴 缓慢 地 转动 一 个 Ab 角 . 设 在 某 一 瞬时 , 小 珠子 位 于 距 转 轴 7 处 
长 度 为 ds 的 一 部 分 环 路 上 , 设 该 部 分 与 "正方 向 的 夹 角 为 a, 此 即 前 文中 
r(s) 与 er 之 间 的 夹 角 . 当 环 路 转动 Ag 后 , 这 部 分 环 路 在 垂直 于 的 方向 
上 移动 了 rAb. 该 部 分 位 移 又 可 分 为 活 环 路 的 分 量 rAbsina 和 重 直 于 环 路 
的 部 分 rAbcosa (参见 图 7.4). 可 见 , 由 于 环 路 的 转动 所 引起 的 s 的 变化 为 








As=rAbgsina = Ablr(s) x er| = og 
其 中 最 后 一 个 等 式 利 用 了 式 (2). 由 上 式 可 得 
Os ,dA(s) 
O00 ds .| (11) 


将 式 (11) 代入 式 (10), 同时 注意 到 A(1) = 4 ( 环 路 的 面积 ), A(0) = 0, 有 


27 dA( 
Awa= -下 人 ao 中 和 | = | d94 一 -如 -A. (12) 
0 
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当 环 路 是 半径 为 a 的 圆 环 时 , 1 = 2ra, 4 = ra2, 此 时 有 人 wn = 一 2r， 
这 表示 圆 环 的 转动 不 影响 小 珠子 的 运动 @. 对 任意 形状 的 环 路 , 可 将 ArwH 


写 为 a 
A = 一 2 十 2 ( -等 ) 


其 中 第 一 项 反映 角 变 量 的 参考 线 转 了 完整 的 一 圈 , 而 第 二 项 即 括号 中 的 部 
分 根据 等 周 不 等 式 可 知 总 是 正 的 , 它 反 映 了 系统 中 所 包含 的 几何 特征 . 

说 明 : 一 个 简单 的 解法 是 直接 求解 从 拉 格 朗 目 函数 (或 哈密 顿 函数 ) 
得 到 的 动力 学 方程 . 由 式 (3) 可 得 


2 = ms + 2m0 A’(s), 
Os 
oL eA dr(s)? 2 1 
Be 一 一 一 02 + 2ms0A”"(s). 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 , 整理 可 得 
_ 1dr(s)? ;a 05 


对 上 式 积分 两 次 , 可 得 


s) =s0+s0t+ 三 qt (t—t) 3 oe): -260) (sl) ， 03) 


0 
其 中 so, 50 是 初始 时 的 弧 坐 标 以 及 初始 速度 . 
因为 0 以 及 0 是 小 量 , 当 环 路 转动 一 周 ( 设 周期 为 T) 时 , 珠子 可 能 在 
环 路 上 已 走 过 许 多 来 回 , 则 可 将 式 (13) 用 对 珠子 绕 环 路 运动 的 周期 进行 平 
均 . 式 (13) 中 方 括号 中 的 部 分 的 平均 为 


1dr(s(t))2 ， 
5 ds 





0(t)2 20(#’) )A’(s t") = ,if jf 0O(t")?—206(t") A’(s(t")) 
= —26(t! 和 
其 中 考虑 到 了 7(1) = r(0), A(1) = 4, 4(0) = 0. 代入 前 面 的 式 子 可 得 


s(T) = s0 + $07 — 于 人 dt(T — t)0(t). 





出 现 这 个 平凡 结果 是 与 系统 存在 与 参数 无 关 的 平移 对 称 性 有 关 的 , 详细 讨论 可 
参见 S. Golin and 5S. Marmi. Symmetries, Hannay angles, and precession of orbits. Europhys. 
Lett., 8(1989)399-404. 
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对 上 式 右 边 的 积分 进行 分 部 积分 并 注意 到 6(0) = 0, 有 
人 dt(T —t)0(t) = (一 06| +/ 0dt = 27. 


一 一 4T4 
s(T) 二 $0 十 507 一 一 一 ， 


1 
其 中 前 两 项 与 环 路 运动 无 关 , 故 因 环 路 运动 引起 的 坐标 变化 为 


4T4 
1 3 


于 是 可 得 





As(T) = s(7) 一 (s0 十 $07) = 二 一 
于 是 有 人 
Au = AS) = 一 


这 与 前 面 的 结果 相同 . 
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